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materia. 
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Principales símbolos 

usados 


Coordenadas 


x, y, z 
r 
s 
t 

U, u x , u y , u z 
U 

a, a x , a y , a z 

tr.k 
r. ,2 

«r. Uq , U 2 

*r> £q , e z 


Coordenadas cartesianas de un sistema de referencia fijo 
Vector de posición 
Abscisa curvilínea 
Tiempo 

Velocidad y sus componentes cartesianas 
Magnitud de la velocidad 
Aceleración y sus componentes cartesianas 
Vectores unitarios de los ejes cartesianos 
Coordenadas cilindricas o polares 
Componentes cilindricas de la velocidad 
Vectores unitarios de un sistema cilindrico 


Otros símbolos 


A Area 

c p Calor específico a presión constante 

Calor específico a volumen constante 
¿ Energía interna 

£_ Energía interna específica 

f-' Fuerza 

g Aceleración de gravedad 


15 




ÍO £ X ^ ^ ^ 3-3 t^l *■? ** » 5; Ci| 


16 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 

Vector aceleración de las fuerzas de volumen 
Entalpia 

Entalpia específica 
Constante de gases: k = c p / c v 
Conductividad térmica 

Cantidad angular de movimiento o momento cinético 
Masa 

Caudal en masa 
Presión 
Calor 

Constante de un gas ideal 
Entropía 

Entropía específica 
Energía cinética 
Volumen 

Volumen específico 
Caudal en volumen 
Trabajo 

Coeficiente de dilatación cúbica 
Peso específico 
Temperatura 
Temperatura absoluta 
Potencial de velocidades 
Coeficiente de dilatación lineal 
Viscosidad dinámica 
Viscosidad cinemática 
Función de corriente 
Densidad 
Esfuerzo cortante 
Difusividad 
Velocidad angular 
Energía potencial 
a Esfuerzo normal 



CAPITULO 1 


Propiedades Físicas 
de los Fluidos 


1.1 Introducción 

Desde no hace mucho tiempo se sabe que los estados de la materia 
son cuatro, a saber: sólido, líquido, gaseoso y plasma. Este último 
consiste en el estado que se alcanza generalmente con muy altas 
temperaturas o muy bajas presiones, cuando las moléculas de distintas 
sustancias se disgregan y se ionizan. De estos cuatro grandes grupos, 
cuyas definiciones aproximadas se pueden entonces dar por conoci¬ 
das, dos de ellos, los líquidos y los gases han sido tradicionalmente 
agrupados bajo el nombre de fluidos. Modernamente el movimiento 
de los plasmas se estudia también a partir de ecuaciones parecidas a 
las que rigen el movimiento de los fluidos. ; 

Cabe señalar sin embargo, que'esta división es un tanto artificial, ' , 
pues existen en la naturaleza o creados por el hombre, productos que . 
no encuadran claramente en el marco rígido de la clasificación tradi¬ 
cional. Así, por ejemplo, las pinturas al aceite son unos líquidos que 
se comportan en cierta forma como un sólido plástico, y ciertos 
sólidos, como el alquitrán y hasta el acero, tienen propiedades que se 
califican de viscosas. 

Por esta razón ha surgido una nueva rama de la ciencia, llamada 
Reología, que abarca las tradicionales ciencias de la resistencia de 
materiales y elasticidad, por una parte y de la mecánica de los fluidos 
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por otra, así como los casos intermedios , los cuales se distiriuuen con 
los nombres de viscoelasticidad. etc. 1 Aunque en el presente texto se 
va a estudiar el aspecto clásico de la mecánica de los fluidos, se indi¬ 
carán en esta introducción algunos de los resultados de la Reología 
con el objeto de ubicar aquélla en el conjunto de conocimientos que 
se tienen actualmente sobre el comportamiento mecánico de la ma¬ 
teria. 

Cabe destacar además, que en este texto, así como en la reología 
toda, se adopta un punto de vista macroscópico, esto es, se habla de 
propiedades medidas en el laboratorio sobre muestras de materia de 
dimensiones finitas. En oposición, cabría hacer un estudio microscó¬ 
pico. es decir un estudio de la composición y la estructura molecular 
y cristalina, de la cual se debieran poder reducir las propiedades 
macroscópicas que se observan en el laboratorio. 

Esto es lo que se hace la llamada “Ciencia de los Materiales”. Sus 
conclusiones amplían y completan nuestro conocimiento de las pro¬ 
piedades de la materia. 2 Sin embargo, del punto de vista del inge¬ 
niero, los resultados de un estudio macroscópico son todavía hoy los 
más directamente utilizables en la solución de los problemas con¬ 
cretos que se presentan. 

1.2 Propiedades Teológicas de fluidos y sólidos 

Por lo indicado anteriormente se comprende que la reología haya sido 
definida como el estudio de la deformación y del flujo de la materia. 





Figura 1.1. Figura 1.2. 


1 M. Reiner, Rhéologie Théorique, Dunod, 1955. 

2 Van Vlack, Hiements oj Materials Science, Addison-Wesley,1964 
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Sea por ejemplo una barra metálica sometida a tracción o a una masa 
de líquido que separa dos cilindros concéntricos en rotación. El mate¬ 
rial que constituye la barra o el líquido sufren una deformación y 
oponen una resistencia medible por las fuerzas o los pares que 
actúan. En el caso de la barra, se mide la deformación por el alarga¬ 
miento A/ de un trozo de la barra inicialmente de longitud /. Se 
llama pues deformación a 



( 1 - 1 ) 


En el caso del líquido, si se considera un elemento 


temente pequeño para hacer la 
curvatura despreciable, se com- 



ABCD, suficien- 


prende que la deformación rela¬ 
tiva es de tipo cortante. Si da es 
el ángulo en que se deforma el 
“rectángulo de fluido” ABCD 
en el intervalo dt se tiene 



A b 


Figura 1.3. 




Para hacer más precisa la medida de esta deformación angular, 
supone al elemento ABCD muy 
pequeño, en cuyo caso la ve¬ 
locidad de la capa CD con res- _í,_ f- _ D D ' 

pecto a la capa AB se puede j 7 ! ~7 

llamar du, siendo el espesor dy da I / \ / 

Entonces (1-2) se puede escribir I / 


Figura 1.4. 



(1-3) 


fórmula que se adoptará como medición de la velocidad de deforma¬ 
ción angular del elemento considerado, y que será generalizada en un 
próximo capítulo. 
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¿Qué relación existe entre las fuerzas aplicadas y las defor¬ 
maciones o velocidades de deformación resultantes? Esta es la 
primera pregunta que debe responder un experimento efectuado 
sobre un trozo de materia cualquiera. Es sabido que si se trata de un 
"sólido ” se obtiene generalmente una relación del tipo. 3 

0 =/(<?) 

F 

donde a =-^ es el esfuerzo aplicado, esto es, la fuerza por unidad del 
área sobre la cual actúa: 


Figura 1.5. Figura 1.6. 

Relación a —/(e) para un sólido Relación r = /(a) para un líquido 

1. Cuerpo elástico, Ley de Hooke 1. Fluido newtoniano 

2. Cuerpo elástico-plástico ideal 2. Fluido plástico (Bingham) 

3. Acero 3. Fluido dilatante 

4. Cuerpo rígido 4. Fluido pseudo plástico 

5. Concreto 5. Fluido ideal 

En el caso de un “fluido'' es más significativo observar la defor¬ 
mación angular a y en este caso, el esfuerzo que la produce es de tipo 
F 

cortante t = -j- Experimentalmente se encuentran entonces para 
distintas clases de fluidos, relaciones del tipo 




3 


E. Lévi, Elementos de Mecánica de! Medio Continuo, Wiley-Limusa,1971. 
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Figura 1.7. 

T = /(¿). d-4) 

Cuando esta relación es lineal, esto es, cuando 



siendo p constante, se dice que se tiene un fluido newtoniano, y en el 
diagrama r = / («), llamado diagrama reológico, queda representado 
por una recta. La constante p se llama coeficiente de viscosidad y sus 
propiedades se estudiarán en detalle más abajo. 

Otros tipos de fluidos, llamados globalmente no-newtonianos, son: 

a) El líquido de Bingham (1919): Necesita de un esfuerzo cortante 
inicial para que empiece a fluir. Es el caso típico de las pinturas de 
aceite. 

b ) Fluido pseudo-plástico : Estos, generalmente soluciones coloidales, 
tienen una viscosidad variable con la velocidad de deformación 
anguiara, tal como se indica. 

c) Fluido dilatante. Ciertas suspensiones de arena o arcilla en agua 
tienen una viscosidad aparente que aumenta con a. 

Cuerpos viscoelásticos: La división que se ha hecho entre sólidos y 
fluidos es, como se apuntó anteriormente, un tanto artificial. En un 
cuerpo actúan generalmente esfuerzos normales o y esfuerzos cor¬ 
tantes ry no hay razón para que éstos sean sólo funciones de e ó 
bien sólo funciones de á . En todo caso, el fenómeno de fluencia en 
el acero y otros materiales, o las propiedades elásticas de ciertas 
soluciones de aluminio en hidrocarburos, muestran que para estos 
casos, por lo menos, el comportamiento mecánico es representable 
mediante una ecuación del tipo 


o = /(e, a ). 


( 1 - 6 ) 
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Como ejemplo concreto, el llamado cuerpo de Kelvin responde a la 
relación 

a = E e +pe , (1-7) 

y sus propiedades pueden tener utilidad en el estudio de la fluencia 
en cables de acero. Estos materiales se llaman viscoelásticos y son 
unos de los posibles puentes de unión entre los líquidos y los sólidos. 

Para terminar con esta introducción a las propiedades físicas de los 
fluidos, se acompaña un esquema donde se indica su posición con 
respecto a los otros grupos existentes de “materiales” de la natura¬ 
leza. 



Figura 1.8. 


1.3 Densidad y peso específico. Unidades 

Como se sabe, se llama densidad media de una sustancia cualquiera a 
su masa por unidad de volumen 



( 1 - 8 ) 


Cuando esta definición no es suficientemente precisa, se hace 
tender el volumen a cero, y se define la densidad de la sustancia en 
un punto por 



Las dimensiones de la densidad son pues 


[p] MI II- 4 7' 2 . 


(1-9) 


1 
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Por otra parte, el peso específico de la misma sustancia se define 

por 

y — ps (1-10) 

y tiene las dimensiones de una fuerza por unidad de volumen. 

El peso específico relativo se introduce a veces como la razón 
entre el peso específico de la sustancia considerada y el de una sus¬ 
tancia de referencia , generalmente el agua. 

Esto es. el peso específico relativo es 



y así mismo, la densidad relativa 


P o 

Estas magnitudes y las que se introduzcan ulteriormente se medi¬ 
rán en este texto en el sistema MKS de unidades métricas, designado 
últimamente como SI, es decir Sistema Internacional. Como ayuda 
para aquellos lectores que no están todavía familiarizados con él se 
acompaña la tabla 1.5 que permite la comparación con otros siste¬ 
mas, aún en boga en ciertos medios. 


1.4 Fluidos nevvtonianos. Viscosidad 

Después de considerar el esquema anterior, por lo demás todavía 
incompleto, queda claro que el tipo más simple de Huido es el fluido 
newtoniano, definido como se ha visto, por la relación 


El coeficiente de viscosidad es constante, en el sentido que no 
depende de a ^ de manera que la relación (1-11) aparece en el dia- 
grama r /(<*) como una recta. Depende sin embargo de otros 
factores físicos, en particular de la temperatura y de la presión. Esta 
ependencia se explica al considerar la interpretación microscópica- 
molecular de la viscosidad. Este es, en efecto, uno de los casos en los 
Cl iales consideraciones de tipo molecular arrojan cierta luz sobre el 
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comportamiento macroscópico de la materia. Desde el punto de vista 
microscópico, la viscosidad, es decir, la resistencia a la deformación 
de un fluido, tiene un doble origen: por una parte las moléculas se 
atraen entre sí mediante fuerzas de cohesión que dificultan un despla¬ 
zamiento relativo y, por otra parte, la agitación térmica produce una 
transferencia de cantidad de movimiento entre capas que no se mue¬ 
ven con la misma velocidad. Como resultado de este doble efecto, la 
viscosidad resulta depender de la temperatura y de la presión. 


M = V (8'P). 


( 1 - 12 ) 


En el caso de los líquidos, las fuerzas cohesivas son preponderantes 
y disminuyen con un aumento de temperatura. En el caso de los 
gases la transferencia de la cantidad de movimiento origina principal¬ 
mente la viscosidad. Por ello, en los gases p aumenta con la tempe¬ 
ratura. En cuanto a la presión, su influencia es pequeña y general¬ 
mente se desprecia. 

Las dimensiones físicas de la viscosidad p se obtienen, recordando 
( 1 - 11 ) 


y resultan ser 


F L FT_ M 
U TT^ L 7 LT 


(1-13) 


En cuanto a sus unidades, en el sistema internacional MKS se tiene 


kg N-seg 

m • seg m 7 


(1-14) 


y en el sistema técnico de unidades métricas, por ejemplo. 


MllJVL 
m 7 


(1-15) 


Así el agua a 20°C tiene una viscosidad de 


kg 

m • seg 


p — 10' 3 
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Viscosidad cinemática : Como se observa en (1-13), las dimensiones 
de p contienen las tres unidades fundamentales de masa, longitud y 
tiempo. Resulta conveniente definir una nueva propiedad del fluido, 
por la relación 

v = — (1-16) 

P 


donde p es la densidad. Se obtiene así en la llamada viscosidad cine¬ 
mática , cuyo nombre proviene de que sus dimensiones son única¬ 
mente de tipo cinemático. 

En efecto. 


r , M L 3 _ L 2 

[s}] -LTia T ■ (1-17) 


En contraposición con la viscosidad cinemática v,se llama a veces 
a la viscosidad ya, viscosidad dinámica, nombre que también se “justi¬ 
fica” por sus dimensiones. 

Al adoptar la ley (1-11) como definición de un fluido newtoniano 
queda claro que se ha colocado la noción de viscosidad en una posi¬ 
ción central. Por una parte los fluidos no-newtonianos corresponden 
a leyes más complicadas que la (1-11), y por otra parte, un fluido 
sin viscosidad , esto es con p = 0 habrá de ser una idealización extre¬ 
ma, que no corresponda a la realidad física. Sin embargo, por 
motivos de simplificación se estudiarán también en estas notas las 
propiedades de los fluidos no-viscosos, algunas de las cuales se apli¬ 
can, con ciertas salvedades, a los fluidos reales, esto es, viscosos. 

En este particular es conveniente preguntarse qué efectos sobre el 
fluido e n movim ento tienen los esfuerzos cortan tes internos t, yyer 
de qué manera se transforma la energía mecánica que produce el 
movimiento del fluido. Sin entrar por ahora en consideraciones mate¬ 
máticas detalladas, se puede ver 
intuitivamente que los esfuerzos 
cortantes t aplicados a un ele¬ 
mento de volumen dV introdu¬ 
cen en dicho elemento una ener¬ 
gía por unidad de tiempo dada 
por 


Figura 1.9. 



d fV — t cl dV 


(1-18) 
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o sea, para un fluido viscoso newtoniano, 

"-/<,/(£)’ dV (M9) 

Esta energía mecánica recibida desde el exterior es la que mantiene 
el^fluido viscoso en movim iento, V la que se cons ume en-dirhr, prr^ 
COSO transformándose en calor. £7 movimiento de un Jluido viscoso es 
pues un proceso ~3¡sJpat¡vo , según (1-19). Una de las grandes simplifi¬ 
caciones que aporta la hipótesis de los fluidos no-viscosos que se 
consideran por idealizaciones justamente el de ser sistemas conserva¬ 
tivos, en los cuales la energía mecánica no se degrada. 

1.5 Ecuación de estado 

Cuando un fluido está mecánica y térmicamente en equilibrio, su 
“estado” puede ser caracterizado por unas pocas magnitudes macros¬ 
cópicas, que lo definen completamente. Si la sustancia es homogénea, 
por ejemplo, se tiene la presión p, la temperatura 0 y el volumen 
específico v = 1/p, como coordenadas termodinámicas. Ahora bien, 
estas tres magnitudes no son independientes. Para un fluido dado, si 
se conocen dos de ellas, la tercera queda determinada, esto es, la ter¬ 
cera puede ser obtenida experimentalmente mediante una medición 
adecuada hecha en el fluido. 

Existe pues una relación entre las magnitudes p, 6, p que es carac¬ 
terística de la sustancia: 4 

f{p, 6,p) = 0, (1-20) 

relación llamada ecuación de estado. Esta ecuación no es necesaria¬ 
mente conocida en forma analítica, pero sí se la puede obtener en 
forma experimental: La representación gráfica de los resultados, o 
por medio de tablas, que dan los valores implícitos en (1-20) es lo 
único que generalmente se tiene. 


4 


t .W.Sears, Mecánica, Calor y Sonido ; Aguilar 
M. Alonso,L.J.Finn, Physics, Addison-Wesley 
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Liquido 


Gráficamente si se representa (1-20) en un sistema de 3 coordena¬ 
das p , 6 , p se obtiene una superficie que resume todos los posibles 
estados de equilibrio de la sustancia. En dos dimensiones se acos¬ 
tumbra representar la ecuación de estado usando v = 1/p, y p como 
coordenadas y 0 como parámetro. Para cada valor de 0 se tiene una 
curva isoterma, como indica el diagrama. Se ha observado que todas 
las sustancias tienen un comportamiento global parecido, regido 
naturalmente por las leyes de la estructura microscópica de la 
niateria. 

El estudio detallado de las propidades implícitas en la ecuación de 
estado y en el diagrama p , v, de las sustancias se hace en los cursos 
de Termodinámica. Aquí se considerarán aquellos aspectos que 
pueden tener importancia para la mecánica de los fluidos. 


1-6 Gases perfectos 

C°n el objeto de tener una expresión analítica que represente la 
ecuación de estado de una sustancia, por lo menos en forma aproxi- 
ma du, se han propuesto muchas ecuaciones, válidas en ciertas zonas 
del campo total de variación de las coordenadas termodinámicas. La 
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más famosa y más útil a la vez es la ecuación de los gases perfectos, 
obtenida experimentalmente como se indica más abajo, por extrapo¬ 
lación de las propiedades de gases reales. 

Conviene recordar ciertas definiciones que habrán de ser necesarias 
cuando se trate de gases. 

Primero, la noción de temperatura. Se utilizará el concepto de 
temperatura absoluta 0, cuya unidad es el Kelvin, y que está relacio¬ 
nada con la temperatura de la escala centígrada por la relación 


0 = 0 „ + 273.15 


( 1 - 21 ) 


siendo 9 C la temperatura en grados Celsius 

Masa molar. Como es sabido, se define un kilomol de una sustancia 
cualquiera, como aquella masa de la sustancia que contiene \' A 
6.0225 X 10 26 moléculas 5 de ella. Y se llama masa molar M a la 
masa de un kilomol. 

Dicho esto, el número n de kilomoles contenidos en una masa dada m 
de un cuerpo cualquiera es 


( 1 - 22 ) 


donde 


[M) = 


_ k S 


kmol 


Por otra parte, si se trata de un gas que ocupa un volumen V, se 
define el volumen específico molar como 


( 1 - 23 ) 


donde 


[v m ] - 


Dicho esto, se ha de referir que los resultados experimentales obte¬ 
nidos al medir, para un gas real, el cociente 


5 


N a es el número de Avogrado. 
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en función de la presión p aplicada, muestran que esa cantidad varía 
con la temperatura y la presión en la forma indicada en la figura 10 . 
Cuando la presión tiende a cero, a todas las temperaturas y para 
todas las sustancias, se obtiene 


lint 

P * o 


PVm 

’ e 


R o = 


8314.9 



(1-24) 


En vista de estos resultados se define un gas perfecto como un gas 

que siguiera la ley 


pv m = R 0 0 


(1-25) 


para todas las temperaturas y presiones. Se ve que los gases reales, a 
temperaturas suficientemente altas y presiones bajas, tienen un com¬ 
portamiento similar al de un gas perfecto. 



Figura 1.11. 
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La ecuación de estado de un gas perfecto puede tomar varias otras 
formas. Recordando la definición de v m , se puede escribir 

pV= n R 0 d , (1-26) 

expresión muy usada en química. 

Introduciendo el volumen específico 



( 1 - 27 ) 




( 1 - 30 ) 


expresión que es preferentemente usada en mecánica de los fluidos. 


1.7 Procesos isotermos y adiabáticos 

Como es sabido, se llama proceso isoterma a un proceso que se lleva 
a_cab o a temperatura constante. En el caso de un gas perfecto le 
tiene, si seTó somete a un proceso ¡sotermo, la ley de Boyle-Mariotte 

~~ = const. ( 1 - 31 ) 

U n proceso adj gMtÍco_ es en cambio u n proceso en el cu d no 
hay conduccjón^e calor en el seno del fluido en consideración, ni 
ta mpoco entr e el y el medio circundante. El fenómeno de conduc- 
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ón se caracteriza por una constante k llamada conductividad 
Térmica que relaciona el calor transmitido a través de una superficie 
n el seno de la sustancia en cuestión, por unidad de tiempo, y el 
gradiente de temperatura existente. La llamada ley de Fourier se 

escribe 



Figura 1.12. 


dq _ 7 de 

dAW dn 


-k n • grad 6 


donde d q es el calor transmitido a través del área dA en el tiempo dt. 

Así pues, cuando la conductividad térmica es nula o muy pequeña, 
el calor transmitido es nulo o despreciable y se tiene un proceso 
adiabático. Un ejemplo inmediato lo constituye la propagación del 
sonido en el aire: la onda ligera de compresión que llamamos sonido 
se produce en condiciones prácticamente adiabáticas, ya que el aire 
es poco condu ctor y las compresiones y decompresiones sucesivas 
soiTrñuyTévef>r rápida s. 

En un proceso adiabático varía tanto la temperatura como la densi¬ 
dad y la presión. Se deja como ejercicio demostrar que se cumple 
entonces la relación 6 



= const 


donde k es una constante definida por 



) 

/ 

/ 


( 1 - 32 ) 



( 1 - 33 ) 


6 


El lector principiante puede consultar cualquier texto de Física general. (Ver 
también Sección 7-2-7.) 
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siendo a su vez c p y c v los calores específicos a presión y a volumen 
constante del gas, respectivamente. y vo u 

El valor de la constante k para distintos gases reales, cuyo compor- 

tamiento pueda aceptarse como perfecto en condiciones normales 
esta dado en la tabla 1.2. normales, 


1.8 Compresibilidad 

Aun cuando para la mayoría de las sustancias no se conoce, como se 
ha dicho, su ecuación, de estado, se pueden determinar experimental¬ 
mente vanas propiedades físicas importantes relacionadas con dicha 
ecuación Asi, por ejemplo, si la ecuación (1-20) se escribe despe¬ 
jando la densidad, la ecuación de estado toma el aspecto 

P = p(p.6), 0- 34) 

En esta forma se expresa más claramente que la densidad está 
determinada cuando se fijan la temperatura y la presión. 

Supongamos que se quiera estudiar cómo varía la densidad p con 
la presión. Para ello se define la cantidad 




0-35) 


que alcanzara un valor experimental a una presión dada, y que se 
llama &\ coeficiente de compresibilidad a temperatura constante. 

bi se da por sentado que el proceso de compresión se va a realizar a 
temperatura constante, como ocurre en general en el caso de los 
líquidos, se puede escribir 


= - 

ya que p V = m = const. 


1 dV 
V dp 


(1-36) 


El coeficiente de compresibilidad es pues el cambio relativo de 
volumen por un incremento unitario de la presión. 

El inverso de K, es decir 

E - V dp 

e~ ~ V dV' d-37) 



dN 

V 



o también 


(1-38) 
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se llama módulo de compresibilidad , y respresenta la relación entre 
un incremento de presión dado y el correspondiente cambio de volu¬ 
men por unidad de volumen. 

Los resultados experimentales muestran que tanto E^ como K son 
funciones a su vez de p y de 0, aunque en primera aproximación 
pueden ser tomados constantes dentro de cierto rango usual. En la 
tabla 1.1 adjunta se ipdican estos valores para algunas sustancias. Así 
por ejemplo, en el caso del agua, E s 22000 bar. 



Figura 1.13. 


En ciertos procesos físicos muy comunes, como la propagación del 
sonido ya mencionada, los cambios de presión y los cambios de 
densidad que los acompañan, se producen de manera tan rápida que 
el calor generado no tiene tiempo de propagarse. Entonces la tempe¬ 
ratura de la sustancia varia localmente, de manera que no se tiene un 
proceso isotermo, sino uno adiabático, esto es, sin transmisión del 
calor. Resulta conveniente definir un coeficiente de compresibilidad 
adiabático según 



y asimismo 





Tabla 1.1 Propiedades físicas de algunos líquidos (a 20°C y 1 atm. = 1.013 bar) 
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1.9 Coeficiente de dilatación 

Otra característica de una sustancia que se puede obtener de la ecua¬ 
ción de estado, (1-34) es saber cómo varía el volumen con la tempe¬ 
ratura cuando se mantiene la presión constante, esto es 



dV 



y con más precisión. 


p ~ ir p ' de ,p 


donde (3 es el llamado coeficiente de dilatación térmica. En el caso de 
un gas perfecto 



como se puede ver fácilmente. 

Si no se conoce la expresión analítica de la ecuación de estado, el 
coeficiente P se ha de determinar experimentalmente. (Tabla 1). 


1.10 Presión de vapor de un líquido 

Como se dijo, las sustancias puras pasan todas ellas por las cuatro 
fases: sólida, líquida, gaseosa y plasma, según las condiciones de 
temperatura y presión a que estén sometidas. Considerando el paso 
de líquido a gas, como ocurre en las condiciones más o menos 
ambientales para muchas sustancias, en particular el agua, es sabido 
que a cada temperatura 0 o existe una presión p v a la cual el líquido 
empieza a hervir. Así en el agua, si 0 O = 100° C la presión p v es la 
atmostérica: p v s 1 bar, pero si 0 O = 20“Cla presión p v es p v = 
0.0234 bar. Esta presión a la cual empieza la ebullición se llama 
presión de vapor. Tiene importancia en mecánica de los fluidos 
porque en aquellas zonas del fluido donde debido al movimiento la 
presión p baja por debajo de p v , se producen burbujas de vapor, las 
cuales al desaparecer instantáneamente cuando la presión se recupera, 
producen el llamado fenómeno de cavitación que será estudiado más 
adelante. 7 


7 


E.Schmidt, Properties o] Water and Steam in SJ units, Springer-Verlag, 1.969. 
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Tabla 1.6 Factores de conversión 

Longitud 

1 pie = 12 pulgadas = 30.48 cm.¡ 1 pulgada = 2.54 cm 
Masa 

1 lb m = 453.59 g; 1 utm = 9.8 kg 

1 slug = 32.2 lb m 

i 

Fuerza 

1 kgf = 2.206 lbf, 1 daN = 10 Newtons 

Energía, trabajo y calor 

1 cal = 4.182 J ; 1 Cal= 10 3 cal 

1 Btu = 1.05506 kJ = 778.26 pie-lb, 

1 kg r m = 9.8 J; 1 erg = 10" 7 J 

Potencia 

1 HP = 0.74567 Kw = 550 lb^-pie/sec 
1 CV = 0.735 Kw = 75 kgf-m/seg 

Viscosidad 

1 N seg/m 2 = 1 kg/m seg = 10 poise.; 1 kgf seg/m 2 = 98 poise 
Presión 

1 bar = 10 s Pa = 100 KPa 
1 atm = 1.013 bar = 14 lbf/in 2 = 1.033 kgf/cm 2 

Temperaturas 

0p= y- 9 C +32 


e K=0 c + 273.15 
0r = dp + 459.67 
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Ejercicios 

l/ Un recipiente contiene 10 lts. de agua a 20°C. ¿Cuál es su masa, su peso? . 
¿Si está lleno de aire? 

Respuesta: 10 Kg.; 98 N; 0.01204 Kg; 0.118 N. 

2 Mismas preguntas que en el problema anterior, suponiendo el recipiente en la 
Luna, donde g = 1 .66 m/seg 2 . 

Respuesta: 10 kg; 16.6 TV; 0.01204 kg; 0.02 N. 

W Una polea que tiene un diámetro interior de 50 mm, gira sobre un eje a 400 
Ápm, con un huelgo radial de 0.075 mm. Calcular el par que, por metro de 
longitud del eje, se necesita para vencer la resistencia debida al aceite, cuya 
viscosidad es p = 1.0 poises, situado dentro del agujero. ¿Cuál es la potencia 
disipada por la fricción viscosa? 

Respuesta: PatS.SN-m, Potencia 231 W 

4Í Un fluido tiene un peso específico relativo de 0.85 y una viscosidad cine- 
/mática de 0.005 stokes. Calcular su viscosidad dinámica y cinemática en el 
sistema MKS. 

Respuesta: v= 5 X 10 ' 7 m 2 /seg;¿i = 4,25 X 10 -4 kg/m. seg. 

5. Un gas tiene un peso específico relativo de 0.001, (referido al agua). ¿Cuáles 
/son su densidad, peso específico y volumen específico? 

Respuesta: 1 kg/m 3 ; 9.8 N/m 3 ; 1 m 3 /kg. 


6/ Un tanque contiene 3 kg de metano a 25°C y 15 bar de presión. ¿Cuál es su 

volumen? 

Respuesta: 0,310 m 3 

\j) ¿A qué presión puede ser almacenado el anhídrido carbónico a 30°C de 
manera que se enfríe hasta -40°C cuando se expansiona adiabáticamente hasta 
la presión de 1 bar? 

Respuesta: p = p 0 (-!?—) h ’k-i = 3.68 bar 
0o 


8. Un depósito de acero, cerrado, que se supone rígido, tiene un volumen de 5 
m 3 ¿Cuántos kilogramos de agua puede contener el tanque a 150 bar? .Supóngase 
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Eq = 21000 bar. ¿Cuánto sena el trabajo que habría que realizar para compri¬ 
mir esa agua? 

Respuesta: 5026.55 Kg. 2.66 J 

9. Entre dos placas paralelas como las 
p. La placa superior se mueve con una 
velocidad constante U 0 . Haciendo un 
análisis de las fuerzas que actúan 
sobre un elemento de! fluido, encon¬ 
trar la distribución de velocidades en 
el Huido y el valor del esfuerzo cor¬ 
tante que actúa sobre cada placa. 

Respuesta u = ~ y; r~p ^- . 

n li 


indicadas hay un fluido de viscosidad 



Figura 1.14. 




íft| El espacio entre dos placas paralelas separadas una distancia h está lleno de 
tní líquido en el cual, debido a las diferencias de temperatura, la viscosidad p 
varía linealmente desde un valor p 0 en la placa inferior hasta el valor p 0 /2 en la 
placa superior. Esta placa superior se p 0 

mueve con una velocidad t/ 0 .Calcu- / ~2 U 0 

lar la relación entre el esfuerzo cor- - i ** - - *■*■£> 

tante en el seno del fluido en estas - ] - - - 

condiciones y el esfuerzo cortante en h — - - 

el caso en que la viscosidad es cons- -1 -y^Mo- - 

tante, p = p n , en el seno del fluido. 4-- í- - - 

Re^.a: 0.722 


Figura 1.15. 

\{. Para ciertas condiciones de flujo la velocidad en el eje de una tubería es 
^ada por 
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donde p, y p 2 son las presiones en dos secciones del tubo, R el radio, L la distan¬ 
cia entre las dos secciones. Si un aceite de viscosidad 110 centipoises circula por 
la tubería y L — 30 m,/? = 7.5 cm y p, - p 2 =0.8 bar, se pregunta cuánto vale 
Umax- Repetir los cálculos con petróleo de densidad relativa 0.86 y de viscosidad 

cinemática. 


u = 1 


lí. La fuerza de arrastre que sufre una esfera que cae en el seno de un líquido 
con una velocidad U es dada por por la fórmula de Stokes 


„ _ 3 tr p i a D 2 

F ° * 7 ~ 

donde R e = UDjv se llama el número de Reynolds y D es el diámetro de la 
esfera. Calcúlese la fuerza de arrastre F D sobre una esfera de diámetro D - 2 cm. 
que cae en una aceite de densidad relativa 0.9 y de viscosidad cinemática 0.3 
cm 2 /seg, si el número de Reynolds es 0.5. 


15 —- 


15. El espacio comprendido entre dos láminas grandes y paralelas está lleno de 
i/n líquido de viscosidad absoluta 7 
poises. Dentro de este espacio está 

colocada una lámina de espesor des- — ■ 1 . ..•• r— . 1 ■ ••• < ?* r 

preciabley de dimensiones 30 X 30 cm 2 _ i _ cm _ | 

colocada paralelamente a las grandes * ~ ^seg^ 

láminas y a 0.5 cm de una de ellas. _ 'y 5 j 

Esta lámina es arrastrada con una ve- q .5 cm i_-c2L.tl _ V [ 

locidad de 15 cm/seg. Suponiendo , T -ctt . . . . _L. 

una distribución de velocidades exac¬ 
tamente lineal, encontrar la fuerza Figura 1.17. 

con que el líquido frena el movimiento 
de la lámina. 


0.5 cm 


Figura 1.17. 


’ 2,5 cm 


Respuesta: 2.36 N. 

(ijP. Demostrar que en un proceso adiabático, esto es, donde d q - 0, la presión 
f la densidad de un gas perfecto están ligadas por la relación 




p 

—— const. 


¿Qué relación existe entre la presión y la temperatura y entre la densidad y la 
temperatura en las mismas condiciones? 
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15. Mostrar que el módulo de compresibilidad se puede definir mediante 


. L - d P 

d P = E 0— 


16. Calcular el módulo de compresibilidad E isotermo y el adiabático para un 
gas perfecto. 

Respuesta: E¡, = p\ E a = kp. 


17. Un litro de agua se somete a una presión de 100 bar. Calcular su cambio 
relativo de volumen. 

Respuesta: 4.55 X 10 -3 . 


18. Un cuerpo cilindrico rota a una velocidad angular constante de 15 rad/seg. 
Una película de aceite de castor separa el cilindro del recipiente que lo contiene. 
La temperatura promedio del aceite es de 20°C y el espesor de la película de 
2X10 ~ 3 cm. ¿Qué par se requiere para mantener el movimiento del cilindro a la 
velocidad indicada? (Se supondrá que la velocidad en el aceite varía proporcional¬ 
mente a la distancia al eje de rotación, como en un cuerpo rígido.) 




10 cm 


Respuesta: 


Figura 1.18. 


19. Comprobar que el coeficiente de dilatación de un gas ideal es inversamente 
proporcional a su temperatura absoluta. 

20. Determinar las dimensiones de la conductividad térmica k y sus unidades 
en el sistema internacional. 

Respuesta: MI Y~ 2 (-) 


CAPITULO 2 

Estática de los 

fluidos 


2.1 Introducción 

El primer aspecto de la mecánica de un fluido que se ofrece a la 
consideración de un investigador es naturalmente el caso de su repo¬ 
so. Así ocurrió históricamente y ello se comprende, ya que la noción 
de presión y su variación de un punto a otro en el seno del fluido, 
son conceptos fundamenales que se aclaran mucho mejor cuando éste 
está en equilibrio. Finalmente, tal como se demostrará más adelante, 
la distinción un tanto artificial entre fluidos viscosos y no viscosos no 
se hace necesaria en el caso estático, ya que al no haber veloci dad, n o 
existér Tesifuerzos cortantes en ¿Tieno de u n fluido. L as leyes aquí ob- 
léñidas tienen pues un carácter totalmente general para un fluido en 
reposo,.. 

2.2 Presión en un punto 

En un Huido cualquiera en reposo no existen, como se acaba de 
decir, esfuerzos tangenciales (o cortantes). Así pues, si por un punto 
R del fluido se pasa una superficie oialquiera y se toma sobre ella 
un elemento de área dA , la fuerza dF que actúa sobre dA tiene la 
dirección de la normal a la superficie. Se define entonces la presión 
como el esfuerzo normal 


45 





46 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 



donde el índice n indica provisionalmente la dirección considerada. 

De esta definición se deduce que la presión p n no depende en reali¬ 
dad de/7 y que puede dejar de escribirse el subíndice. Este resultado es 
llamado teorema de Pascal y se demuestra fácilmente como sigue: 



Figura 2.2. 
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Supóngase un fluido en reposo y tómese un elemento de volumen 
en un punto p cualquiera. El elemento de volumen se define por 
cuatro planos: tres de ellos paralelos a los de coordenadas y el otro 
cualquiera, con una normal ñyde área dA. En los planos paralelos de 
coordenadas que pasan por P, las áreas de las caras son las proyeccio¬ 
nes de dA . y dicha proyección de dA sobre ellos es 


dA eos « 



dy dz. 


dA eos P = j dx dz, 
dA eos « = ^ dx dy. 


donde a, P, y son los cosenos directores de n . 

Escribiendo la ley de Newton para el elemento así definido, se 
tiene, puesto que hay equilibrio, 


j p x dy dz — p n dA eos <* = 0 

y p y dx dz - p n dA eos P - ^ pgdx dy dz = 0. 

~ p z dx dy - p n dA eos y = 0. 

Dividiendo ahora por j dy dz, etc., y haciendo que dx, dy, dz tien¬ 

dan a cero, se obtiene 

Px ~ Pn > Py ~ Pn > Pz ~ Pn • 

Como se ve, el valor de la presión sobre un elemento de superficie 
no depende de su o rientación . Por consigueinte se puede escribir la 
definición de presión sin especificar la dirección n : 


dF 
p dA 


La presión es pues, una magnitud escalar, única para cada punto en 
el seno del fluido. Ahora bien esa magnitud escalaFpuede variar de un 
punto a otro, es decir la presión es una función escalar de punto. 


p = p(x. y, z). 


( 2 - 2 ) 
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Es de notar también que si el fluido está en movimiento y después 
que se haya generalizado convenientemente el concepto de presión 
la presión podrá depender del tiempo, esto es, en un punto fijo la 
presión podrá ir variando a medida que el tiempo transcurre 

p = p(x. y, z, t). (2-3) 


i 

v 
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esto es, aplicando el llamado teorema del gradiente, se puede trans¬ 
formar la integral de superficie en una de volumen y se tiene 

'fmV pdv ' > J<v ) pG dv =° 


1 


2.3 Distribución de presiones en un fluido en reposo 

Se ha visto, (2-2), que- la presión puede variar en el seno de un fluido 
en reposo. Cabe pues estudiar de qué factores depende y cómo varía 
la función 


P = P(x, y, z). 

Para ello, trácese en el seno de 
un fluido en reposo una super¬ 
ficie cerrada A cualquiera que 
encierra un volumen V. Considé¬ 
rense las fuerzas que actúan 
sobre el volumen del fluido en¬ 
cerrado por A. En la superficie 
actúan las fuerzas de presión. Si 
n es la normal exterior a di¬ 
cha superficie, la totalidad de 
dichas fuerzas se expresa por 



í p n d A 

J<a) dA.n 


Por otra parte los elementos de volumen dV dentro de la superficie 
considerada están sometidos a las fuerzas de gravedad, o a cualquier 
otra fuerza inercial que puediera actuar. Si p dV es la unidad de masa 
y C la aceleración de estas fuerzas de volumen (gravedad u otras), la 
fuerza total por este concepto es 


/ 


P G dV 


(V) 


Ya que el fluido está en equilibrio, se puede pues escribir 
T pñdA + f p G dV = 0 

d(A) J (V) 


esto es 


(— vp + P G ) dV = 0. 

(V) 


(2-4) 


Como la superficie A se tomó cualquiera, para que esta condición 
se cumpla, se ha de tener también 


VP = pG 


(2-5) 


Esta ecuación es la llamada ecuación fundamental de la estática de 
los fluidos. Su interpretación física es fácil: indica cómo y por qué 
varía la pesión en un fluido en reposo. Esta variación, medida por el 
gradiante es igual a la fuerza de gravedad pG (o de otras fuerzas iner- 
ciales presentes) a las que el fluido está sometido. 


Ejemplo 1 : Variación de la presión en un jluido de densidad constante bajo la 
acción de la gravedad. 

Se tomarán unos ejes de coordenadas, con uno de ellos paralelo a la gravedad, 
o sea vertical. 

Entonces G = — g j y la ecuación (2-5) se escribe, proyectántola sobre los 
tres ejes de coordenadas 


?p =0 ^=- P g; ^ = o 

dx ’ dy dz 


y I 
I 
I 
I 

▲ 

r I 

' I 


*P 




( 2 - 6 ) 

\J = 




#V) 

T 



z 


Figura 2.4. 
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Estas ecuaciones permiten llegar a varias conclusiones, incluso antes de hacer 
uso de la hipótesis particular de p = const. En efecto, la primera y la última 
ecuación permiten afirmar que p es únicamente función de y y que la presión 
permanece constante sobre un mismo plano horizontal. 

Luego: 

P=P (y) 

y la segunda de las (2-6) se escribe 

= - Pg. (2-7) 

cuya integración arroja, haciendo ahora p = const., 

P = -Pgy+C (2-8) 

Este tipo de constantes donde C es una constante de integración. Se determi¬ 
na mediante las condiciones de contorno del problema dado. Así por ejemplo, 
sea un tanque de agua de profundidad y 0 . 

Con los ejes tal como se indican, 
calcular la presión en un punto de 
altura y. En la superficie libre, la pre¬ 
sión es la constante p 0 , (la presión 
atmosférica por ejemplo). Entonces 
la condición de contomo es: para v 
= J'o >P — Po • Llevando estos valors 
en (2-8), se tiene 

Po -Pgyo + C Figura 2.5. 




Restando entre ésta y la (2-8) ahora, se obtiene la presión en el punto P. 

p - Po - pgiyo- y) (2-9) 


Si se introduce el peso específico y = pg y se llama y 0 -y la projimidad , se tiene 


P = P o + yh. 


Por fin, suponiendo que la presión p 0 es realmente la atmosférica, esto es, 
suponiendo que el recipiende está abierto al aire circundante, se llama presión 
manométrica o relativa a 


Pm = P P 0. 


( 2 - 11 ) 
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rtKcuyo caso la ecuación (2-10) se escribe también 


Pm = 7 h 


( 2 - 12 ) 


Es de observar que la presión manométrica tiene un significado físico y téc¬ 
nico importante: Es el valor que tiene en un punto la presió n, por en cima de la 

atmosférica. 


En oposición a p m la presión p se 
llama a veces presión absoluta o 
tota!. La presión manométrica tiene 
este nombre porque es la presión que 
se obtiene directamente con el instru¬ 
mento de medidas llamado manó¬ 
metro. 

Podría hacerse una última obser¬ 
vación diciendo que las fórmulas 
(2-9) y (2-10) pueden presentar apa¬ 
riencias distintas si se toma el origen 
en otra parte, la superficie libre por 
ejemplo. Sin embargo, el sentido 
físico expresado por (2-12) es el 
mismo. Se deja como ejercicio el es¬ 
tablecer estas otras expresiones. 


Presión total 


Presión atmosférica 


Niveles de Presión 
Figura 2.6. 


Ejemplo 2: Distribución de presión en una atmósfera isoterma. 

En la atmósfera la densidad del aire no es constante, ya que éste es notablemente 
compresible. Suponiendo que se irata de un gas ideal, su ecuación de estado es, 

0-30) 


P =Rd, (2-13) 

P 


de manera que para conocer cómo varía la. densidad hay que dar también la 
variación de la tem pe ratura , o alguna otra condición. Un caso sencillo es el de 
suponer una atmósfera de temperatura constante. Este no es, por supuesto, el 
caso de la atmósfera terrestre, pero se puede investigar cuál sería la distribución 
vertical de presiones en el supuesto de una atmósfera isoterma. Si 9 = const.se 
tiene naturalmente, de (2-13), la ley de Boyle-Mariotte: 
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P 

— — const. 


(2-14) 


Partiendo pues de (2-6) se tiene 
que también p = p(y) o sea 

t 

dp i . 

~^r = -pg tM5> 

;, i 

pero, en este caso, p no es constante. 


f M (y. p, p) 


P o> P o 



Figura 2.7. 

Además, se conocen las condiciones de contorno en la superficie de la tierra 
donde se tomó el origen 0. Entonces para y =0, p = p 0 , p = p 0 , por ejemplo. 
Con estas condiciones, la (2-14) se puede escribir 

_P_ = Po_ 

P Po 

de donde llevando este valor de p en la ecuación diferencial (2-15), 

*!L,_«L gdy . 

P Po 

Ahora se puede integrar, obteniéndose 

hp = gy + c. 

R) 

Aplicando aquí las condiciones de contomo para .y = 0, 


de donde 


In p 0 = C, 


P _ Po 


y finalmente la distribución de presión 


P= Po e 


(2-16) 


Es de observar que en una atmósfera isoterma como ésta, es necesario que la 
altura se haga infinita para que la presión se anule. Evidentemente, no es el caso 
de la atmósfera terrestre. 
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2 4 Unidades de presión 

Pn el sistema técnico, la unidad natural sería el kgf/m 2 , pero por ser 
na unidad muy pequeña se usa el kgf/cm 2 ; con, naturalmente 

U 1 kgf/cm 2 = 10 4 Kgf/m 2 . 

En el sistema internacional MKS, por razones análogas, se define 

1 bar = 10 s N/ m 2 = 100 KPa. 

El kilopascal es usado también como unidad de presión. 

En el sistema inglés la unidad de presión usual es 
1 lbf¡ in 2 = 144 Ib/ft 2 . 

Algunas relaciones útiles son las siguientes: 

Presión atmosférica, en condiciones normales, aproximadamente 

Patm = 1.013 bar= 1.033 kgf/cm 2 = 14.7 ibf/m 2 

= 760 mm de Hg = 10.33 m de H 2 O = 101.3 KPa 

2.5 Piezómetros y manómetros 

Una aplicación importante de la ecuación (2-12) o sus equivalentes la 
constituyen los aparatos de medición llamados piezómetros. 

Un piezómetro simple consiste 
de un tubo curvado, conectado 
en uno de sus extremos al recin¬ 
to en el cual se quiere medir la 
presión y su otro extremo, gene¬ 
ralmente vertical, dejado al aire 
libre donde reina la presión at¬ 
mosférica. por ejemplo. El tubo 
se llena entonces de un líquido 
distinto de fluido contenido en 
el recipiente cuya presión se 
quiere medir. Así por ejemplo, 

_s[ C’ contiene aire, el líquido en 
el piezómetro contiene agua. En 
estas condiciones, -el cálculo de Figura 2.8. 

la presión en el nivel AB se 

puede llevar a cabo considerando la columna del líquido en el piezó¬ 
metro entre B y D. Entonces, de (2-1 2) se deduce que 



P = Po +7 b. 


( 2 - 17 ) 
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obteniéndose así la presión absoluta, o 

Pm = P~Po = 7 h. (2-18) 

que da la presión manométrica dentro del recinto. 

La forma y complicación de los piezómetros puede naturalmente 
ser mayor. Para establecer la ecuación que los rige, se aplicará siem¬ 
pre la ecuación (2-12) recordando que todos los puntos a un mismo 
nivel en el seno de un mism o lí quido tienen igual presión. 

Existen otros aparatos llamados manómetros que miden la presión 
manométrica o la presión absoluta después de haber sido calibrados 
experimentalmente. 



Figura 2.9. 


2.6 Ejemplos adicionales 
Ejemplo 3¡ 

Dos tuberías que conducen aceite de peso específico relativo 6 = 0.9 estar ccf 
acetadas por un piezónietro, tal como se indica. La presión en el tubo B es cons¬ 
tante p B = 1.1 bar. 
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Cuando p A = Po =2,5 bar, el menisco de la izquierda coincide con el cero de la 

¡ escala. Calcular la altura del menisco de la derecha cuando la presión en A sube 
a p, = 3 bar, sin que se modifique la escala. 

Se escribirá la ecuación del equilibrio de los fluidos, en este caso p = p 0 + yh; 
tomando como referencia el nivel CC'. para los dos casos planteados. 

ler. caso: La presión en A es p 0 . Entonces 
(a) Po + 7o /( o =7m h i + 7o( A i~ h i) +Pb 

De esta ecuación se puede despejar el valor de h 2 

2do. caso: En este caso, si A h es lo que baja el menisco por la rama izquierda 

(b) Pi + 7o(^o + A h) = y m (h 2 + 2 A h) + y 0 (/t, -h 2 - A/i) + p B 

Conocido h 2 , de esta ecuación se despeja Ah. La altura del menisco en la esca¬ 
la es entonces 

h — h 2 + Ah 

Aplicación numérica: La ecuación (a) se escribe 

2.5X10 S +9800X0.9X0.4 = 9800X13.6 h 2 + 9800X0.9(2-/» 2 ) + l.l X 10 5 
de donde h 2 = 1.01 m. 

De la ecuación (b) se obtiene entonces 

3 X 10 s + 9800 X 0.9 (0.4 + Ah) = 13.6 X 9800 X 1.01 + 13.6 X 9800 X 2 Ah 

+ 0.9 X 9800(2- 1.01 - Ah) A- 1.1 X 10 5 

de donde Ah = 0.64 m. 

Luego, h = 1,65 m 

Ejemplo 4 i Líquido compresible 

Se trata de calcular la presión p en el seno de un líquido a una profundidad tal 
que ya no se lo puede considerar incompresible, esto es, tomando en cuenta 
que la densidad es variable, y la temperatura constante. 
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Para poder integrar la ecuación 
fundamental en su forma (2-7) 

dp 

W = - pg ' 

hace falta conocer cómo depende la 
densidad de la presión. Si el líquido 
es compresible, se tiene (1-38) 

. _ L . dV dp 

dp ~ E e ~V~ E o~¿~ ’ 



Figura 2.10. 


donde se supondrá a Eq constante. Entonces, integrando, p = Eglnp +C y 
haciendo p = p„ cuando p = p 0 , se tiene 

P ~ Po = E e ln — ■ 

0 Po 

Sabido esto, se encuentra la variación de p con la profundiad al sustituir dp en 
la ecuación del equilibrio 

P dp 

E e ^- = -p*dy. 


de donde, integrando, 


Si para .y = 0, p = p 0 se tiene 


—0- + C, = y, 
pg 


E fí , l i 

y= (i-L). 

g P Po 


Esta es la variación de p con la densidad que se escribe también 

p _ E e 

Po Eg+Pogy 


Luego la presión es 


P p 0 +E d ln-g-¿ 


o + p o gy 


Ejemplo 5: Atmósfera adiabática 

Sea una masa de aierc en la cual no hubiera conducción del calor, en reposo. La 
ecuación de la estálica de los fluidos (2-7) 
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decreciente de y y se anula para una cierta altura máxima y mix fácilmente 
calculable. Se cumple en efecto p — 0 para 

k P o 
ymáx k -1 7 o 

Se trata pues, de una atmósfera de altitud finita. 

2.7 Fuerzas sobre superficies planas sumergidas 

Sobre una superficie sumergida actúa una presión en cada punto 
Esta presión da lugar a una fuerza que es fácil determinar. 

En el caso en que la superficie sea plana, los vectores fuerza 


dF = -pdA , (2-19) 

tienen todos la misma dirección, 
a saber la normal a la superficie. 
La resultante tiene pues esa di¬ 
rección común. Será suficiente 
determinar su magnitud y su rec¬ 
ta de acción. 


Figura 2.12. 

Sea entonces una superficie plana, también indicada en vista de 
frente, y que forma un ángulo 0 con la superficie de un líquido. 

La fuerza elemental dF z que actúa sobre un elemento de área, 
paralelamente al eje z es dada por 

dF z = p d A = y h dA = y y sen 0 dA , 

donde el significado de los símbolos está dado en la figura. 

Se quiere determinar la magnitud de la resultante y su punto de 
aplicación P. La resultante es dada por 

F g = I p dA — y sen di y dA. (2-_0) 

J A) J(A) 

Recordando que las coordenadas del centroide de un área plana son. 
en las notaciones presentes 
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Figura 2.13. 



se tiene 

F 2 = y sen 0 A y c 

= 7 h c A = p c A . (2-21) 

Se ve pues que la fuerza de presión es dada, en magnitud, por la 
Presión en el centroide multiplicada por el área considerada. 

Para saber el punto de aplicación, que se llamará centro de presión 
p . basta con tomar momentos del sistema de fuerzas de presión con 
respecto a dos ejes cualesquiera. 

Se tiene así: 

v p F 2 = í y p dA • 

-A A ) 
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j:pFj=j 

J(A) 

m 

de donde se obtiene 

y p F z =\ y 2 y sen 9 dA = 7 sen 01 y 2 dA 

^(A) J (A) 

y recordando la expresión de momentos y productos de inercia de ur 
área con respecto a los ejes coordenados 


/ 


X X 


y 2 dA , 

J (A) 


I xy = í xy dA 

J(A) 


se tiene, con F z = 7 y c sen 9 A, 


L x j(A) 


y 2 dA 


_ M XX __ 

y c A 


Asimismo x„ es dado por 


Í(A) 


y dA 


( 2 - 22 ) 


I x v ^ (A ) 


xydA 


x = «y _= 

p y c a 


(2-23) 


y dA 


l<A) 


Es fácil demostrar que estas fórmulas se escriben también 


y P = y c 


+ Ix'x' 


Ay c 



x c 


+ 


y c A 


(2-24) 


La fórmula (2-21) que da la fuerza y las (2-22) y (2-23) que ubican 
su punto de aplicación son suficientes, en principio, para resolver 
todos los problemas relacionados con pantallas planas. 


Ejemplo: 

La posición y la forma de la pantalla de un dique se indican en la figura adjunta. 
Sabiendo que su líquido es agua y que su nivel alcanza el borde superior de la 
pantalla, se pide determinar la fuerza de compresión que actúa sobre la barra de 
soporte EN. 
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Figura 2.14. 



Figura 2.15. 


Determinemos primero las características geométricas de la pantalla. Dado 
que la profunidad es de 4 m, se concluye que 


L = 


4 


sen 60' 


= 4.62 m. 
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Para los demás valores, se considerará la pantalla formada de los dos rec¬ 
tángulos ABHG y IJKM, cuyas áreas son 

A x = 1.20 X 3-62 = 4.35 m 2 , 

A 2 = 3.20 X 1 =3.20 m 2 , 

es decir un área total de A = 7.55 m 2 . 



Figura 2.16. 



Figura 2.17. 
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continuación se determina la posición del centroide de la figura, 


A,y,+A 2 y 2 1.20 X 3.62 X 1.81 +3.20X 1 X 4.12 _ 

yc = A\~+T 2 4.35 + 3.20 

I 

Para calcular el momento de inercia se deducen las distancias 
0,C = 2.79 - ^ = 0.98 m. 

0 2 C =(1.81 - 0.98) +0.50= 1.33 ni. 

Los momentos de inercia con respecto a 0, y a 0 2 de cada rectángulo son 

/, = 1.20 3 -~- = 4.72 m 4 , 

/ 2 =3.20 = 0.2665 m 4 . 

Luego, el momento de inercia del conjunto con respecto al centroide es, 
aplicando el teorema de Steiner, 

I c = 4.72 + 4.35 X (0.98) 2 + 0.2665 + 3.20 X (1.33) 2 
= 4.72 + 4.17 +0.2665 +5.65 = 14.806 m 4 . 


Ahora se puede calcular la fuerza de empuje F y la posición de su punto de 

aplicación P. 



Figura 2.18. 
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F = p c A = 23610X 7.55 = 178500 jV = 17850 daN 
Punto de aplicación 



14.806 
2.79 X 7.55 


= 0.705 m. 


Haciendo un diagrama de cuerpo 
libre de la pantalla, se. tiene que el 
brazo de la fuerza buscada es 

OP= 1.135 m. 

Luego la compresión de la barra 
tiene por magnitud 



Figura 2.19. 


„ _ 1.135 X 17850 

Fen 2 


= 10120 


2.8 Fuerzas sobre superficies curvas 



Figura 2.20. 
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para determinar las fuerzas que actúan sobre una superficie curva 
sumergida en un líquido, es necesario tomar en cuenta el carácter 
vectorial de la fuerza elemental de presión 

dF = - p d A - - p ñ dA . 

donde « es el vector normal unitario a la superficie en el punto consi¬ 
derado. Este vector tiene por componentes 

íf = eos <* r+ eos ¡3 i + eos 7 k , 

en un sistema de ejes como el indicado, con el plano O x z en la super¬ 
ficie libre. 

La igualdad vectorial anterior se puede pues escribir 

dF x = dF i = p eos dA , 
dF y = dF • j - p eos ¡3 dA , 
dF z = dF • k = p eos 7 dA , 

y observando que 

dA cosa = dA x , dA cos/3 = dA y , dA eos 7 = dA z , 

donde dA x , dA y , dA z , son las proyecciones del elemento dA sobre 
cada uno de los planos de referencia, se tiene 

dF x = pdA x , dF y = pdA y , dF z = pdA z . 

Por otra parte, de la ecuación de la hidroestática, la presión mano- 
métrica en M es, (2-12), 

p = y y- 


Luego 


b'x = 7 f y dA 

J(A) 


F z = 7 


rí y 

J(A) 


(2-25) 


p y = yf y 

J(A ) 


( 2 - 26 ) 
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Las Jos primeras ecuaciones dan las componentes horizontales de 
la fuerza /•'. Se las puede interpretar igual que en el caso de una 
superficie plana, esto es: 

La componente horizontal de las fuerzas de presión que actúan sobre 
una'superficie, en una dirección dada, es igual al área de la proyec¬ 
ción de la superficie sobre un plano perpendicular a esa dirección, 
por la presión existente en el centroide de dicha proyección. 

Hn electo, para completar la demostración basta escribir 


La componente vertical h y es dada por (2-26). La integral que 
aparece en esta ecuación representa el volumen del Huido compren¬ 
dido entre la superficie libre y la superficie dada. Por consiguiente: 

La componente vertical de las fuerzas de presión es igual al peso del 
volumen del prisma de líquido encerrado entre la superficie libre y la 
superficie dada. 

bn cuanto a las rectas de acción según las cuales actúan estas 
componentes de puede razonar de la siguiente manera: 

Para las componentes horizontales, bastará determinar el centro de 
presión de la proyección de la superficie dada sobre el plano normal 
correspondiente. 

Para la componente vertical se buscará la recta de acción de la 
resultante de las fuerzas de peso del volumen encerrado entre la 
superficie libre y la superficie considerada. 


l.l'l 

l 

i ! 

1 1 ____ 

L 

- 1 

S E 


\ o 


X 


h’A-? 



b 3.25 + 0.0187 = 3.2687 m 
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Figura 2.24. 

2/. Dada una atmósfera en reposo, en la cual la relación entre densidad y presión 
/e puede expresar mediante 

p 

—= 5 - = const. 

P 

deducir las expresiones que dan la presión y la temperatura a una altura y=h, 
sabiendo que para y = 0,p = p o ,p = p o ,d = d o .Se supondrá el gas ideal. Hacei 
el cálculo numérico para los siguientes datos: p 0 = 10 bar, p 0 = 1.04 kg/m 3 
0 O = 20°C./i = 10“ m. 

Respuesta: p = p 0 ( 1-1, -—y ) 2 ; p = 0.242 bar, 0 = -125.5 °C 
2 P o 


Y Un recipiente lleno de agua co¬ 
munica en la manera indicada con un 
depósito elevado. Se pide la resul¬ 
tante de la presión liidroestática so¬ 
bré el fondo del recipiente cilindrico. 
Uacer una figura que incluya, en for¬ 
ma esquemática la distribución de las 
Presiones en las paredes de los reci¬ 
pientes y de los tubos. 

Respuesta: 12850 daN 



Figura 2.25. 
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>c^íiado un cilindro de peso P y de radio H. como se indica en la figura, calcule 
las reacciones en el punto A. Peso especifico del liquido 7 . ¿Cuál es el momento 
de volcamiento? Se tomará un ancho h 


Respuesta: Hacia la derecha 29700 daN: Hacia la izquierda 
g450 daN 

7 . Demostrar el principio de Arquímedes. 


g Un globo esférico de 12 m de diá¬ 
metro está abierto en su parte inferior 
y es llenado de hidrógeno. Si la lec¬ 
tura barométrica es 710 mm de Hg. 
(torr), y la temperatura 20 °(\ ¿cuál 
ha de ser el peso total del globo para 
que se mantenga en equilibrio? 


Respuesta: Horiz 


5. Mostrar que si la superficie libre de un líquido está sometida a una presión 
manométrica p 0 , la fuerza que actúa sobre un área plana sumergida es dada por 


Respuesta. 


Figura 2.28 


donde A es el área y p c es la presión en su centroide. Asimismo la posición del 
centro de presión P es dada por 

PoAy c 4- 7 sen 6 I xx 


Un cilindro de peso específico 7 C flota en un líquido de peso específico 7 de 
manera que sobresale hasta la mitad. ¿Cuánto vale 7 C ? 

Respuesta: 7/2. 


tíj). Un recipiente cilindrico abierto en un extremo, flota en un líquido de 
/densidad p, con el extremo abierto hacia abajo. El recipiente tiene un peso P y es 
mantenido por el aire atrapado dentro, como se muestra. 


Demostrar que estos resultados equivalen a considerar que el nivel del líquido 
tiene una altura adicional p 0 ly , donde la nueva superficie libre está sometida a 
la presión atmosférica y que por consiguiente, con esta altura adicional, las 
fórmulas (2-20) a (2-24) son aplicables. 

(j. Una compuerta como la que se indica tiene agua de los dos lados Se pide 

encontrar el módulo y la recta de* _ . 

acción de las fuerzas resultantes que f y. 

actúan de cada lado de la compuerta. 2 y. _)- 

Determinar también la fuerza/-’nece- 1 /, -£ - 

saria para abrir la compuerta, sabien- -“í— 

do que ésta es homogénea y pesa // — - g— - 

3500 daN. El ancho es de 2.50 m. ,.T // - rr ; - 


Figura 2.27 


Figura 2.29 


T 

P 0 h 

_L 

Aire . 

F 

_i_ 









••.Aire-: 



- — 




cu 


(2) 
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Suponiendo que el aire se comprime a temperatura constante, determínese la 
fuerza necesaria F para sumergir el recipiente como se indica en la posición (2). 
La sección normal interna del cilindro es A y el volumen de las paredes del 
recipiente puede ser despreciado. 

Remuesta: F= í- —■ + Í-C- + pgh) ( + p 0 )A - P~\ 


Respuesta: F= - +|/(^) 2 + 

lA. Una lámina de peso W y de dimensior 
para retener un depósito de agua, para lo cu 


_Agua 


lA. Una lámina de peso W y de dimensiones L y b, (ancho) sirve de pantalla 
para retener un depósito de agua, para lo cual está articulada en A. Si el agua va 
subiendo de nivel desde cero hasta la 

altura de A, se pregunta: [-— L —-| 

a) Suponiendo que el aire detrás_ 

de la pantalla puede escapar, encon- J 

trar la posición de equilibrio de la 

pantalla, definida por el ángulo 0. _Agua _ 0 

Datos: L = 1.20 m, b = 2 m, W = _ _ 

1000 daN. - — 


Figura 2.30. 

'.1^'Vlf, 'í 

b) Suponiendo que el aire detrás de la pantalla no pued^ escapar y que es 
comprimido adiabáticamente, encontrar la posición de equilibrio. Se supondrá 
que cuando el nivel era cero, el aire encerrado estaba en condiciones normales. 



Respuesta: a) 0 = 62° 


U. Cuál es la presión en un punto a 30 m. de profundidad en un líquido, cuya 
densidad varía linealmente con la profunidad, según la ley 

p= 1200 + 20 h, kg/m 3 ? 

Respuesta: 4.41 bar 


J 

I3r Un recipiente que contiene agua 
tiene un fondo en forma parabólica y 
está articulado en 0 a otro recipiente 
que contiene mercurio. ¿Cuál ha de ser 
la altura H de mercurio para que el re¬ 
cipiente con agua esté en equilibrio? 

Respuesta: H ss 0.99 m. 


|—2 m —| 



Figura 2.31. 


ESTATICA DE LOS FLUIDOS 


73 


/ Una instalación submarina contiene una cúpula cilímdrica ABCD como se 
-Jdica en la figura. Tomando en cuenta la acción de los fluidos en presencia, 
pto dentro como fuera de la instalación, se pregunta cuál es la fuerza total que 
actúa sobre la cúpula, y su dirección. (No se tomará en cuenta la compresibi- 
rl del agua). 



Figura 2.32. 


Respuesta: F= 5300daN 
6= 38°10\ 


^5. Un hidrómetro es un aparato para medir el peso específico relativo 6 de un 
líquido. Para ello se lo calibra en agua pura, marcando 1.0 en su nivel de flota¬ 
ción. El volumen sumergido en esa oportunidad se determina también y se llama 



Figura 2.33. 

^ Si el peso del aparato es W y el área de la sección recta del vástago es 
c °nstante e igual a A, muéstrese que 5 es dado por 
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Además. R = 287.1 m 2 Iseg 2 °C 

b) De 0.0 ni a 11000 m de altitud (troposfera), la temperatura disminuye 
linealmente, según la ley 


donde Ni es la distancia adicional que sobresale (o se hunde) del vastago al se r 
colocado el aparato en el líquido en estudio. 

Si el rango de interés para 5 es 0.7 < 5 < 1.3, indíquese cómo se calibraría el 
hidrómetro. 


a 24400 m, (estratosfera), la temperatura se mantiene cons- 


16. En la cumbre de una montaña la temperatura es de -5 °C y el barómetro de 
mercurio indica 56.6 cm, mientras que la lectura al pie de la montaña es de 74.9 
cm. Suponiendo que la atmósfera puede ser considerada adiabática determine l a 
altura de la montaña. 

R = 287 J I (Kg. °K). (Se deducirán Las fórmulas que se vayan a emplear). 
Respuesta: 2280 m. 


Se pide determinar la presión y la densidad del aire en tuncion de la altura 
hasta 24400 m., así como la relación directa entre la presión y la densidad. 

d) Para un gas perfecto, la condición de estabilidad de una atmóslera es que 


W Una compuerta como la indicada en la figura ha de ser utilizada para regular 

A <1.1 zlAnApifn C 1 nfleA r\n lo AnmniiArfi ac Ha OflOO HqN \l cu I 


Verificar que esta condición se cumple para la atmósfera estándar 

Respuesta: 

p= 1.033(1 2.26 X lO’j') 5 ' 255 bar, 

p= 1.226(1 - 2.26 X ÍO' 5 ^) 4 ' 155 -¡£f- 
ambos para v < 11000 m. 


el nivel superior de un depósito. El peso de la compuerta es de 2000 daN y su 
centro de gravedad G está ubicado en 
la figura. Se pide determinar para qué 
valores de H la compuerta se mantie¬ 
ne en equilibrio, sabiendo que B es 
un apoyo simple. Se observará que si 
H es muy pequeña la presión sobre 
AB es pequeña y por consiguiente no 
puede contrarrestar el peso propio de 
la compuerta. Si H es muy grande en 
cambio, el empuje horizontal es muy 
grande y la compuerta tampoco está 
en equilibrio. 


r Ancho 
° b — 2.50 m 

P = 2000 daN 


Figura 2.34 


18. La “atmósfera internacional de referencia”, (atmósfera estándar), tiene las 
siguientes características: 

a) La presión, la temperatura y la densidad del aire, a altitud cero, son 
respectivamente 

p 0 = 1 atm, 6 0 = 15°C , P 0 - 1.226 kg/m 3 


L.D. Landau, E.M. Lifshitz, Mecánica de los Fluidos, Reverté 





CAPITULO 3 


Cinemática 


3.1 Introducción 

ESTE capitulo pretende estudiar aquellos aspectos del movimien¬ 
to de los fluidos que no dependen de las causas que lo producen. 
En pocas palabras, cómo describir el movimiento y cómo introducir 
los conceptos de velocidad y aceleración. 

Ahora bien sólo se considerarán por el momento aquellas propie¬ 
dades que son comunes a todos los tipos de fluidos, ya sean viscosos 
o no. Como se verá mucho más adelante, los fluidos viscosos tienen 
dos modos o tipos de movimiento, el laminar y el turbulento. Las con¬ 
sideraciones que se hacen aquí se aplican a ambos casos, pero para el 
caso turbulento habrán de ser ampliadas posteriormente. 


3-2 Campo de velocidades 

El movimiento de un fluido 
Puede ser descrito de varias 
laneras. Aquí se adoptará el 
llamado método de Eider, que 
consiste en lo siguiente: En ca¬ 
da punto del espacio, conside¬ 
rado como un punto fijo P 
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(*. y, Z ), se observa en cada instante la velocidad de aquella par¬ 
tícula que en ese instante pasa por P. Dicha velocidad es un vector 
que puede ser representado por 

U = u x i + u y f + u, ¡c . (3.1) 

y estas tres componentes u x , u y , u z dependen de cuál punto se ha 
escogido, esto es, dependen de x. y, z, y además, en general del 
tiempo t. Se tiene pues 


I ¡ 0 alrededor de un cilindro de un fluido no viscoso: Por métodos 
F J se estudiarán más adelante y despreciando la viscosidad, se obtiene el 
qU nl po de velocidades de una corriente uniforme cuando se encuentra con el 
obstáculo de un cilindro circular recto, perpendicular al movimiento. 


camp 0 de velocidades obtenido en estas condiciones es 


«, = a 


2 y 2 -x 2 
Oc 1 +y T T ! 


“y = - * 


u x = u x ( x, y, z, t) 

u y = Uy (x, y, z, t) (3-2) 

u z = u z (x, y, z, /) 

Se observará que éste es un punto de vista distinto del de la mecá¬ 
nica de la partícula, ya que en dicha disciplina uno se interesa en la 
posición de cada punto material, de su trayectoria, etc. Adoptar este 
último punto de vista en mecánica de los Huidos sería seguir el llamado 
método de Lagrange, el cual por lo general resulta mucho más com¬ 
plicado, por no decir estéril, debido al gran número de “partículas” 
contenidas en una masa continua de fluido. 

El método de Euler parece pues más sencillo: A cada punto del 
espacio por donde pasa el fluido se le adjunta un vector velocidad, 
variable con el tiempo. Es la velocidad de la partícula que, en ese 
instante, pasa por el punto. Se tiene pues en realidad un campo de 
velocidades. 

Ejemplos 

1. Flujo uniforme: Se llama así el movimiento de un fluido en el cual la velo¬ 
cidad es la misma en todos los pun¬ 
tos. Un ejemplo sencillo 

u x = U 0 , Uy = 0 , u z = 0 . 

Figura 3.2. 

2. Flujo plano con distribución para¬ 

bólica: Es un campo de veloci¬ 
dades entre dos láminas planas 
paralelas y definido por ( 

u x = (b 2 - y 2 )-, Uy = 0 ; u z = 0 

V Figura 3.3. 





Conviene subrayar que para un fluido real (esto es viscoso), el campo de veloci¬ 
dades de este ejemplo es mucho más complicado y en parte desconocido. Sin em¬ 
bargo el ejemplo ilustra lo que se entiende por campo de velocidades. 

4- Flujo por encima de un aliviadero: 

Los ejemplos anteriores daban el 
campo de velocidades analítica¬ 
mente. Como se verá en desarrollo 
de la materia, es muy poco fre¬ 
cuente aquel caso cuando se consi¬ 
deran problemas técnicos de la In¬ 
geniería. El campo de velocidades 
existe,pero para conocerlo, por lo 
menos en algunos puntos impor¬ 
tantes. hay que recurrir a una u 

°tra forma de experimentación. Figura 3.5, 
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En la definición se incluye la salvedad “en un instante” porque, si 
el flujo es variable, el campo de velocidades cambia con el tiempo y 
asimismo las líneas de corriente. En flujo permanente las líneas de 
corriente se mantienen fijas. 


Los resultados pueden entonces indicarse gráficamente, como en el caso d ( 
aliviadero indicado en la figura. 


Régimen variable y régimen permanente. Volviendo al caso general y tal cotr 
se dijo, las componentes u x , u y , u¡, pueden ser funciones de tiempo,(3-2). Esi 
es u x , u y , u z cambian, en un mismo punto, de un instante a otro. Se dice que ¡ 
tiene un régimen, o un flujo variable. Tal es el caso durante el cierre de u, 
compuerta o de la llave de una tubería. El movimiento de las olas del mar | 
también variable. 


Puede ser útil escribir las ecuaciones diferenciales de las líneas de 
corriente, aunque no es inte- á¡7 

grándolas que generalmente se J 

buscan dichas líneas. Por defini- - - 

ción la velocidad es tangente a 
la línea de corriente, luego 


Por otra parte se llama régimen 
permanente aquel en el cual las com¬ 
ponentes de la velocidad u x , u y , u¡, 
no dependen del tiempo, (lo mismo 
ocurre con la presión y la densi¬ 
dad) 1 . 


son las ecuaciones diferenciales 


Figura 3.8 


Por fin la propiedad de tangencia indica que el fluido no cruza o 
atraviesa las líneas de corriente. Esta propiedad resulta muy intere¬ 
sante cuando se tiene además un régimen permanente. Entonces las 
líneas de corriente son fijas y un conjunto de ellas, apoyadas en una 
curva cualquiera forman verdaderos “tubos de corriente” por los 
cuales el fluido circula, sin atravesarlos. 


Figura 3.6 


Como ejemplos se pueden citar todos los anteriores, suponiendo para el ca 
del aliviadero, que el nivel permanece constante. En un flujo permanente 
campo de velocidades es siempre el mismo. 


3.3 Líneas de corriente 


Se llaman líneas de corriente 
aquellas curvas que se pueden 
trazar en un instante dado, de 
manera que en cada punto sean 
tangentes el vector velocidad 
del fluido en ese punto. 


Así, si se pudieran hacer visibles los vectores velocidad en cadl 
punto del fluido y se tomara una fotografía instantánea de ellos, 4 
obtendrían experimentalmente las líneas de corriente. Esto se pued< 
lograr parcialmente, echando partículas finas y brillantes de aluminio 
en la superficie de un líquido. 


3.4 Caudal y ecuación de continuidad 


Para toda clase de problemas teóricos y de aplicaciones conviene 
saber calcular qué masa de fluido cruza o atraviesa una cierta referen¬ 
cia. Puede ser la entrada de un gas en una turbomáquina o el agua 
que fluye en el subsuelo en las cercanías de un pozo. En todo caso se 
requiere calcular el caudal , definido por 


1 Ciertos autores llaman “impermanente” o “transitorio” al flujo variable 
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dm = p u n dA = p ü • dA 

donde dA es un elemento de 

área y ü la velocidad con que el 'Z* 

Huido atraviesa dicho elemento. \ ■ 

K1 caudal que atraviesa en esta 

forma toda una superficie, ce- 

rrada o no, es dado por 


™ = J pu.ndA = f pü.dA 

(A) •'(A) (3 . 4) 



Figura 3.10. 


escribiendo dA - n d A tal como es costumbre de diversos autores 
ti caudal asi definido indica Ja masa j>or unidad de tiempo (medida 
por ejemplo en Kg/seg.) que atraviesa la superficie A, llamada a veces 
superficie de control. 

Sea aho ™ un tluido cualquiera en movimiento y tomemos una 
superficie de control cerrada A, de forma y tamaño cualquiera Por 
ciertos elementos de A el fluido 

penetra en su interior y por y ¿a 

otros, como el dibujado sale. 

Por consiguiente, el caudal neto s -¿ P 

que sale por toda- la superficie / )( 

cerrada será / \vs/\_ 


■w = f P¡ 

J (A) 


pu .dA 


Figura 3.11. 

tn las aplicaciones técnicas, es muy útil el concepto de velocidad 
media: Se la puede definir como aquel valor que tendría la velocidad 
si el mismo caudal que atraviesa una superficie de control dada fuera 
producido por una velocidad uniforme V m perpendicular a dicha 
superficie. 


U m dA = 




Esto es, que 
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. donde 


| p u .dA 
IT — J (A) 

VJ m - 

f p dA 


En el supuesto de que el fluido sea de densidad constante se puede 
simplificar por p y se tiene 


donde 


f u. dÁ 

, = J (A) 

f dA 

J (A) 

F - f U, 


se llama caudal en volumen. 

Ecuación de continuidad. Suponiendo que el fluido pueda ser 
compresible, como en el caso de un gas, se puede evidentemente 
decir que si hay un caudal neto hacia afuera, la masa de fluido que 
estaba incluido dentro de una superficie de control cerrada A habrá 
disminuido. Decir esto es simplemente utilizar el hecho físico de que 
la masa de cualquier sustancia se conserva. El caudal neto es pues 
igual a la disminución de masa de fluido en el volumen V interior a 
la superficie de control. Luego 


ití'"-*- 


Comparando esta ecuación con (3-5) se tiene 


W (» dy = í o"- 

J (») *>(A) 


(3-10) 


^ s ta es la llamada ecuación de la continuidad en forma integral. 
Yernos que traduce simplemente la ley de la conservación de la masa. 

útil que esta forma, es la forma diferencial que se obtiene direc- 
tarnente de (3-10). Para ello, se aplica el teorema de la divergencia al 
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segundo miembro. Se tiene entonces, poniendo todo de un mism n 
lado 




+ div pu ) d V = 0 


(3-11) 


Ahora bien, como la superficie de control A se tomó cualquiera 
para que esta ecuación se cumpla, ha de ser cierto que 


+ div pu = 0. 


(3-12) 


Esta es la forma diferencial de la ecuación de continuidad y proba¬ 
blemente la más usada. Es un buen ejercicio escribirla en distintas 
formas, y se propone así en los problemas a final de capítulo. 


En las aplicaciones técnicas se usa la forma integral de la siguiente 
manera. Considérese un tubo de corriente, por el cual circule el fluido 
sin cruzar, como sabemos, sus paredes laterales. Entonces la ecuación 
(3-10) se escribe 



Figura 3.12. 


y lo mismo con A, , se puede entonces escribir, suponiendo que en 
cada sección del tubo p es un valor constante 

-J-§7 dW = P2 U 2 ¿2 -p, í/| Al (3-13) 

Por fin, en el caso muy frecuente de un régimen permanente 

P 2 U 7 A 2 = p, U X A X (3-14) 

Hay un caso más particular todavía, a saber cuando el fluido es de 
densidad constante. Entonces sea el régimen permanente o no, la 
ecuación de continuidad se puede escribir 

U 2 A t =U i A l , 


(3-15) 
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t es la ecuación que se llama a veces ecuación de continuidad, 
^ial es cierto, siempre que quede claro su limitado alcance. El 
producto constante 

V = UA , (3-16) 

puede entonces llamar caudal en volumen , (ver también (3-8) ya 

que 

• rrr 

[V] = —— 

1 1 


EJERCICIOS 


1 Escribir la forma diferencial de la ecuación de continuidad en condenadas 
cartesianas, partiendo de la expresión vectorial. 

2 Si p = constante, escribir la ecuación de continuidad vectorialmente, y tam¬ 
bién en forma cartesiana en dos dimensiones. 

i. Por una tubería circular de radio i? fluye un fluido viscoso, con una distribu¬ 
ción de velocidades dada por 

U = Uo — jpr). 

Calcular la velocidad media en el 
tubo después que el diámetro ha sido 
reducido al valor 2R ,. El fluido es de 
densidad cosntante. 

Respuesta: U m = R 2 iI 0 ¡2R\ . 



4. Un fluido incompresible en flujo bidimensional se mueve según la distri¬ 
bución de velocidades dada por 


u x x ¿ q. yi 


- «, = 0. 


Verificar si se cumple o no la ecuación de continuidad. ¿Qué pasa en el origen 
Jc =0,y = 0,z = 0? 


4 


5 - Escribir la ecuación de continuidad 
a partir de un elemento de volumen 
dx dy dz en forma de paralelepípedo, 
usado como volumen de control. 


en coordenadas cartesianas, deduciéndola 









86 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 


?obr P D un U l 13 e t CUa ,f Ón f 6 C ° mi r ,ÍdaC ! Cn coordena das cilindricas, razonando 
sobre un elemento de volumen adecuadamente escogido. 

Ir 

I 

I f P(r,0.z) 



Respuesta: 


dp + 1 

9/ r 


d( pru r ) + 1 

d r ' r 


9 0 9z 


= 0 


7\ El agua que sale del extremo de un tubo circular tiene una distribución de 
velocidades como indica la figura. 

Encontrar la velocidad media U m . 

Respuesta: U m = j U 0 


8. El campo de velocidades de un flujo plano es dado por 
ü = Ixy i + (x 2 -y 2 )/ . 

Calcular el caudal que fluye a través de cada una de las caras del rectángulo 
ABCD, donde A (0,0), tí (0.2), C (1,2), D (1,0), suponiendo un ancho unitario. 
C alcular el caudal neto a través de la superficie total del rectángulo ;Se podía 
prever el resultado? ¿Cómo? 

\ El flujo turbulento de un Huido dentro de una tubería circular puede ser 
aproximado por la distribución de velocidades 

u = u 0 ( \- r K ) /l 

a^ Dibujar la curva representativa de esta distribución, cuando R = 10 cm, 

U 0 -2 m/seg, y la escala del dibujo es: Dimensiones 1/5, Velocidades 1 cm = 1 ’ 
m/seg. 

b) Determinar el caudal y la velocidad media en términos generales. 

c) ( alcular ambas cantidades con los datos numéricos proporcionados. 

49 

Respuesta: U m = ^ U 0 . 
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¿Él 


El aire fluye en régimen permanente por una tobera convergente. Se dan las 
gruientes condiciones en las dos sec¬ 
ciones (i)y(2). 

l> 5 °-7m r ’ Pl = 1,3 bar ’ 1 

100 m/seg; A, =0.06 m 2 J —_ 

0.035 m 2 ; p 2 = 1.1 bar 


Se pide p 2 y , sabiendo que 

a) El flujo es isotermo, 

b) El flujo es adiabático. 



|^g 

Respuesta: a) p 2 = 1.27 kg/m 3 , U 2 = 202 m/seg; b) p 2 = 1.33-^ > 

¿ ^0 u 2 = 193 m/seg. 

0 

Un gas fluye por un ducto de sección variable, en régimen permanente. Si la 
densidad puede ser considerada cons¬ 


tante en cada sección del tubo, mos¬ 
trar que se puede escribir 


dp + AH + — = Q 
p U A 




Por una tubería fluye oxígeno puro. En la sección A el diámetro es de 100 
, la temperatura 15°C, la presión 


3 bar y la velocidad media 25 m/seg. 
En la sección tí, donde el diámetro es 
200 mm„ la temperatura es de 5°C 
y la presión 1.5 bar. Calcular la velo¬ 
cidad media en B y el caudal en 
masa. 



Respuesta: 11.6 m/seg, 0.786 kg/m 3 
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i'f Un reactor nuclear experimental está diseñado 
pequeñas esferitas de material fisionable colocadas 
la figura. Un liquido de peso espe- y. 

cífico y entra en el núcleo a razón de ™ 11 ^ 

Qo m 3 /seg. La distribución de veloci- /, _ 

dades a la salida del núcleo varía /_ 

como se indica. ¿Cuál es el caudal de '/ _ f 

líquido que se pierde por las paredes ^ 
porosas laterales? /. _\ 


gl caudal de entrada en el depósito es Q m 3 /seg. El área de la sección recta 
¿el depósito es A y la altura de líquido en él es h, en un momento dado. Si se 

sabe que 

í/ m ,.= C, h, con C, dado, 


con un núcleo que contiene 
en un recipiente como indica 


pide encontrar h en función del tiempo. Se supondrá que en el instante t = 0 
tiene h — H. Representar gráficamente h = h(t) y discutir la forma de la curva 

función de H. 


Respuesta. 


16 . En un flujo bidimensional se da el campo de velocidades ü 

Calcular el caudal que fluye a través 

de la superficie CAB indicada, con la ^ (0 1 >¡ 

unidad de ancho en el sentido Oz. —-- 

Calcular también el caudal neto sobre ¡ \ 

la superficie cerrada CAOB. ¿Cómo | \ 

se podía prever este último resultado? I 


l\. Una lámina circular de gran diámetro. 2 R > y , se acerca con velocidad 
constante U 0 de un plano infinito. 

Calcular la velocidad U con que el "* ^ ^ ~ 

líquido entre los dos planos fluye ra¬ 
dialmente, en función de b. Se su- 1 p=J I f / 0 

pondrá que U es prácticamente la j I ¿ 

misma sobre todo el espesor de la lá¬ 
mina líquida. - 1 - — I — - 1 - 


Respuesta. 


17. Mediciones de velocidad en un río arrojan una distribución como la indica¬ 
da en la figura. Evaluar, por integra- r j m ■ 

ción numérica, el caudal por unidad ~\ !"' kv- ' 

de ancho. m | j 


Respuesta: U 


Respuesta: 1.34 m 3 /seg., Simpson. 0,40 m 


15. Se bombea agua a un depósito i 
la tapa del depósito. Esta tapa puede 
desplazarse verticalmente. Por otra 
parte el depósito tiene un tubo de 
salida a la base, por el cual el agua 
sale en flujo laminar, con una distri¬ 
bución de velocidades dada por 


18. Demostrar que en un tubo de sección variable A = A (x), la expresión 
diferencial de la ecuación de continuidad es, para un flujo compresible, 


d(/ 0 /tn) 



j 

1 



L 

0,4( 

1 

- 1 

) m 1 

1 



y 
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3.5 Trayectorias y trazas 

El concepto de líneas de corriente corresponde a una interpretación 
del flujo cónsona con el punto de vista de Euler, adoptado en esta 
exposición. Así, en cada instante, una imagen completa del campo de 
velocidades queda descrita. Este es el caso por ejemplo de la Fig, 
3.13, en la cual las líneas de corriente fueron dibujadas, conjunta¬ 
mente con el campo de velocidades. Por supuesto si el flujo no es 
permanente, esta imagen cambia con el tiempo. 

Queda sin embargo, la pregunta: ¿Qué pasa con una partícula 
considerada individualmente? Si el régimen es variable, la pregunta 
es difícil de contestar. Posiblemente de varias fotos sucesivas de un 
campo de velocidades se podría deducir, en forma aproximada cuál 
fue la trayectoria de la partícula. Naturalmente la mejor manera es, 
en forma experimental, colorear una partícula y seguirla en su movi¬ 
miento. Entonces una fotografía de larga exposición puede mostrar 
su trayectoria. 



Figura 3.13. 


Lo que si se puede afirmar es que la trayectoria no coincide en 
general con la línea de corriente. 

Un último concepto es el de traza Aparece cuando se inyecta un 
colorante, en forma continua, en el seno del fluido en movimiento. 
La traza de este colorante, en un instante dado no coincide en gene¬ 
ral ni con las líneas de corriente ni con la trayectoria de una par¬ 
tícula. 

Por fin debe señalarse el caso especial, pero muy importante, de un 
régimen permanente. Entonces las líneas de corriente son fijas. Una 
partícula recorre la línea de corriente en la cual se encuentra, y así 
hacen todas. Por consiguiente, trayectorias, trazas y líneas de corrien¬ 
te coinciden. 
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Para ilustrar todos estos conceptos con un ejemplo, que además es 
importante en los casos en que se aplica, vamos a ver cómo se deter¬ 
minan propiedades adicionales de las líneas de corriente, válidas 
tanto para fluidos ideales como para fluidos reales. 


3 6 Función de corriente 



nénte bidimensional._Esto es el fluido se mueve paralelamente a un 
plaño. Debido a esta simetría 
bastará estudiar lo que ocurre 
en un plano llamado x, y en el 

cual se dibujan los contornos de -C 2 

los objetos que obligan el rtiovi- — C| 

miento del fluido, y las líneas ^ 

de corriente. El propósito fun- 

damental es el de poder des- __—-r J£ 

cribir cuantitativamente las / ¿ 

propiedades de dichas líneas, de 0 x 

alguna otra manera que no sea *1 

por su ecuación diferencial, ya 1 


deducida, (3-3), 


Figura 3.14. 


dx _ dy 

~üx ~ “y 


(3-17) 


pero muy difícil de integrar en general. 


Con ese propósito, evaluemos el caudal que fluye en el tubo for¬ 
mado por las dos líneas C, y Q. Para ello se traza una superficie 
cualquiera que corte el tubo, y cuya traza es la curva BD del dibujo. 
Si x, y son las coordenadas de un punto genérico de la curva, el 
caudal de volumen 

V = f ü-dA, (3-18) 

J(A) 

se expresa en el presente caso por 


V = f u x dy u y dx. (3-19) 

J (BD) 

ya que dA = i dy j dx. 

Ahora bien, este caudal ha de ser el mismo para cualquier curva 
que pase por B y D. puesto que es el caudal que fluye por el tubo 
considerado. La integral planteada tiene pues que ser independiente 
del camino recorrido, y por consiguiente ha de ser una diferencial 
total exacta 
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Asi pues se llega a la conclusión de que existe una función 
0 y) tal que 


d\p = u x dy - u y dx = dx + dy. 


(3-20) 


esto es, tal que 


U *=W ’ ~~5x~ • 

Esta tunción \¡i se llama función de corriente y juega un papel 


ii V 


fundamental en ese tipo de flujo. Algunas propiedades se verán a 
continuación, dejándose otras como ejercicios. 

Primero, es de observar que sobre cada línea de corriente la fun¬ 
ción permanece constante. En efecto, de la (3-17) se deduce quecA¡/ 

- dy - u y dx = 0 , sobre una línea de corriente, de manera que 
sobre cada una de ellas 

_ 


Ü = const. 


(3-22) 


Esto hace que cada línea de 
corriente quede ahora caracte¬ 
rizada por un solo número, el 
valor de la función de corriente 
que le corresponda. No sola¬ 
mente esto, sino que el caudal 
ahora es calculable de inme¬ 
diato. puesto que según (3-19) 


Figura 3.15. 


^ f d\¡/ 4* i (3-23) 

J (BD) 

El concepto de linea de corriente ha adquirido así un contenido 
matemático y físico mucho más preciso. 

Físicamente hablando, se ve cómo la diferencia de los valores que 
toma la función de corriente de dos líneas representa el caudal de 
fluido que circula entre esas dos líneas. Cuando se hace una represen¬ 
tación gráfica del flujo permanente de un fluido, se representan las 
lineas de comente de manera tal que el caudal entre dos líneas 
sucesivas sea el mismo. Esto es 


^3 - 02 = - i/, 0 = = V 0 
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Esta idea de representar sólo un número finito de líneas es de gran 
utilidad práctica. Cuando se las 
obtiene en forma experimental, 
es to es, sin que se conozca la 
expresión matemática del 
campo de velocidades, son de 
gran ayuda para describir en 
forma aproximada dicho cam¬ 
po. 

Supóngase en efecto que el 
caudal entre las líneas de co¬ 
rriente dibujadas i//, ,.4/ 2 ... sea 
constante e igual a V 0 . como se 
dijo. Entonces, en forma aproxi- Figura 3.16. 

mada, se puede obtener el valor promedio de la_ve 1 oxidad deliluido 
que circula entre cada dos líneas. Tomando una línea normal a las lí¬ 
neas ^3Fcómeñte^rUa mar >3o3ñTa separación entre ellas, el área atra¬ 
vesada por el fluido es AA = 1 A n (c 9 n un espesor unitario). Luegc 
de la expresión del caudal (3-16); V = uA se tiene en este caso 

V = u An = A \p , 

y siendo A\¡/ = constante entre 2 líneas cualesquiera, 




(3-24) 


indica que la velocidad es inversamente proporcional a la separación 
entre líneas de corriente. Así pues cuando más apretadas están las 
líneas de corriente mayor es la velocidad del fluido. TistirpropiecTad 
será usada en la representación gráfica de ciertos tipos de flujo. 






Ejemplo: 

Se da el campo de velocidades 

U = - 4 y i -4 x j , m/seg 

Determine la función de corriente \p con la condición de que la línea de corrien¬ 
te correspondiente a i// = 0 pase por el origen. Dibujar las líneas de corriente que 
encierren entre sí cuadales V 0 = 2m 3 /seg. En el punto A (2, y/2) determinar 
entonces la separación entre dos líneas de corriente sucesivas. 


De (3-21) se tiene 

“X 
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De la primera ecuación se obtiene 


P - - 2y 2 + f(x) 


y llevando este valor en la segunda 


d\p 

— /'(*) = 4.v, de donde f(x) = 2.x 2 + C, 


y por consiguiente 


p = 2(x 2 y 2 ) + C. 


Si para t// — 0, la línea de corriente ha de pasar por el origen x = 0,>' = 0 se 
concluye que C = 0. 

La función de corriente es pues 

p = 2(x 2 -y 2 ), m 3 /seg. 

Las líneas de corriente se obtienen haciendo i p = const. Luego para p = 0. las 
líneas de corriente son dadas por 

x 2 - y 2 = 0 

y i 

Se trata de las dos rectas A y A' de ecuaciones y = i x. Para p =\\ la 
ecuación de p es 

2 2 1 

x -y ~ J 

Se trata de una hipérbola que pasa por y = 0, * = ±—p- y que admite por 

v 2 

asíntotas las rectas Ay A'. 


Para \p = 2 se tiene 


x 2 - y 2 = 1 


y es una hipérbola que pasa porj> = 0 , x = 1 . 

Así pues, se obtiene una familia de hipérbolas como la representada en la 
figura, de ecuación general 

x 2 — y 2 = ~~ 


Para valores negativos de i p las líneas de corriente cambian de aspecto, aunque 
dadas por la misma ecuación general. Para \p = - 1 , se tiene 


2 2 1 
x -y ¿’ 
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Figura 3.17. 

esto es 



0 sea una hipérbola que pasa por los puntos.tr = 0 , y = 

as íntotasAy A'. 


t —y admite las mismas 

V2 


Las hipérbolas encontradas y sus asíntotas son las líneas de corriente de este 
u Jo permanente. Se han dibujado las líneas de corriente correspondientes a 


P = 2. 0,2, 4, 6 , 8 . 

tuesto que Ai p V 0 , según (3-24), se tiene que el caudal entre dos niveles de 

COr riente sucesivas es V 0 = 2 como pedido. 

Ln el punto A (2, y/2), como x 2 - y 2 = , p asa ] a i,- nea d e corriente 
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\¡j = 2 (x 2 - y 2 ) = 4, lo cual corresponde en efecto a la figura. La separación de 
las lineas de corriente en la zona circulante de A se obtiene recordando que 

A /( u = V 0 . 

Ahora bien en el punto A, ü= 4 \/2 i -4 X 2/ 
o sea que 

l/= VlóX 2 + 16X4 =4^6 = 9.8 m/seg. 

Por consiguiente 

2 

A n = jt-q- = 0.204 m. 

y .o 

Tomando en cuenta la escala, se encuentra, para el dibujo 

Aa = 0.204 X 2 cm - =s 0.4 cm = 4 mm. 
m 

3.7 Aceleración 

Se ha visto cómo un campo de velocidades queda definido en el seno 
de un fluido en movimiento mediante el método de Euler. El vector 
velocidad u es, entonces, una función de las coordenadas x, y, z del 
punto P en el cual se mide, y, en general, también del tiempo: 

u = u (x, y, z, t) (3-25) 

La ventaja alcanzada por este punto de vista trae consigo natural¬ 
mente ciertos inconvenientes cuando se quiere seguir a la partícula en 
su movimiento, ya que no es este el propósito del método. Sin em¬ 
bargo, si se quiere ver cómo varía la velocidad, o más generalmente, 
cualquier propiedad asociada al fluido, como la densidad, la entropía, 
etc., no hay otro remedio sino seguir a un mismo elemento de volu¬ 
men en su movimiento. 

Considérese primero el cambio de posición de la partícula en un 
intervalo de tiempo dt. Si sus coordenadas son inicialmente x, y, z su 
incremento será 

dx = u x dt, dy = u y dt, d¿= u z dt. (3-26) 

La variación de la velocidad con el tiempo se llama naturalmente 
aceleración y está definida por 


a 


du 

~df 


(3-27) 
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Aj tratar de seguir la partícula en su movimiento,sus coordenadas van 
variar. Esto es, x, y, z de (3-25) son funciones del tiempo. Al evaluar 
(3_27) se toma esto en cuenta al calcular la derivada como para una 
función compuesta. 

Se tiene pues, 


_ _dü _ du dx du_ dy + + 

a ~~di dx dt dy dt dz dt dt 

y tomando en cuenta (3-26) se obtiene la aceleración 

I _ dü dü , du , düT” dü 

a = -y— = + u x -z + W v -r + U z —r • 

I W dt x dx, y dy dz 


(3-28) 


(3-29) 


Esta fórmula fundamental se puede escribir de varias maneras. Pro¬ 
yectándola sobre los ejes cartesianos que se han venido usando, se 

tiene 


du x . , du x . du x 
dx y dy u * dz 


3 liy 3Wy , 3 Uy , 3Wy /-J 

= ~Jt~ + u * -gjf + Ur ~dy~ + Uz ~bf ' (3 - 30 > 

y • ^ 

du, . du, . du z du z 

“ ~JT Ux ~ax" Uy ~~dy~ Ul dz ' 

o 

Para su interpretación física por otra parte, es conveniente escribir la 
aceleración en forma intrínseca, esto es, en forma independiente de 
cualquier sistema de coordenadas. Entonces se obtiene 2 


du z 

a, = ^ + u x 


dU z , 
-5-=- +«v 

dx y 




_ du , _ h\/_ du , _ _ _ 
a = -zt + ti • grad u = -rr- + u • V u 

O t OI - 


(3-31) 


La aceleración de una partícula consta pues de dos términos. El 

término indica cómo varíala velocidad u en el punto P (x, y, z)en 
dt 


función del tiempo. Por esto se le llama la aceleración local. Es de 
observar que si el movimiento del fluido es permanente, la acelera¬ 
ción local es nula. 

El segundo término es más complejo. Es el que toma en cuenta la 
v ariación de la velocidad al pasar la partícula de un punto al vecino . 
Por ello se llama aceleración convectiva. 

La velocidad no es la única magnitud física cuya variación, cuando 
lo s elementos del fluido se desplazan, interese estudiar. Ya se han 
Mencionado la densidad y la entropía. Vf ’o de la densidad. 

21 Este tipo de derivada se llama también derivaaa — 
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importante de por sí. La densidad de un elemento de fluido es evi¬ 
dentemente una función de la posición y del tiempo, esto es 

p = p (x, y, z. t). (3_3 2) 

Su variación en el tiempo será pues dada por 

P _ J>p_ dx dp_ dy^ dp dz dp 

dt dx dt dy dt dz 37 f 97 ’ 

y recordando (3-26) se puede escribir 


d£ = , dp 

dt dt x dx 



+ u IP. 

dy u ‘ dz 


(3-33) 


o en forma vectorial 

dp dp _ ' 

sr = ir + u * grad p- (3-34) 

El significado físico de esta fórmula es muy instructivo. En efecto el 
término convectivo», grad p es de interpretación física más fácil que 
el correspondiente para la aceleración. El gradiente de un escalar (en 
este caso la densidad p) indica, como es sabido, la dir ección de mayor 
variación de dicho escalar. Al multiplicarlo escalarmente por una 
dirección n, se obtendría la variación de la densidad en esa dirección 


n -grad p 


dp 

dn 


(3-35) 


Entonces al multiplicar el gradiente por la velocidad » se ve que se 
obtiene realmente la tasa de variación de la densidad en la dirección 
del movimiento, tanto mayor además cuanto mayor la velocidad. 
Este es pues el sentido físico de»* grad p y se comprende que se le 
llame término convectivo. 


Por otra parte, la fórmula (3-34) permite establecer con exactitud 
el criterio de compresibilidad. En efecto, si un fluido es incompre¬ 
sible la densidad de un mismo elemento cuando se mueve, debe 
permanecer la misma. Por consiguiente el flujo de un fluido se pro¬ 
ducirá en forma incompresible si 

i = 0- (3-36) 

Es de anotar e que esta definición de incompresibilidad deja lugar, 
por ejemploJpara el caso de un líquido incompresible de densidad 
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Ejercicios 

Demostrar que si las componentes u x .u y de la velocidad son calculadas a 
p^tir de una función de corriente $ =i¿(v. y) la ecuación de continuidad queda 

satisfecha siempre. 

2 Se da campo de velocidades en flujo permanente por u = i + 2 x j 

a ) Determinar la función de corriente con la condición que la línea de co¬ 
rriente correspondiente aJ/ = 0 pase por el origen. 

b) Dibujar las líneas de corriente correspondientes a ^=-1,0 = 0, ^ 

2, etc. 

c ) Calcular el caudal en volumen que atraviesa la superficie cilindrica de genera¬ 
triz paralela a Oz y de curva directriz un cuarto de c ircunferencia que pasa por 
los puntos -4((0,2), fi(2,0) con centro en el origen, por unidad de ancho. Ll vec¬ 
tor » fue dado en m/seg. 

Respuesta: \p = ~ x 2 +■ y, V = 6. 


3 . E! dibujo indica el vector de velocidad u referido a dos sistemas distintos de 


ejes de coordenadas cartesianas y po¬ 
lares. Partiendo de que la‘función de 
corriente es la misma en cualquier sis¬ 
tema: 

\¡/ = \p (x, y) = i l/(r, d) 
y recordando que 

x=r eos 6, y = rsenO, 

demostrar que las componentes « r , 
Uq de la velocidad se pueden expresar 

por 



1 8i// . 


4. Partiendo de la definición de aceleración a = -j- y usando eventualmente la 

primera fórmula de Frenet, encontrar el vector aceleración proyectado sobre la 
tangente, normal y binormal de la trayectoria de una partícula de fluido 


Respuesta a 




V 2 

R 


n . 


5 - Demostrar, usando coordenadas cartesianas, la identidad vectorial 
«-V u = V \ u X V u ■ 
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6. Dada la función de corriente de flujo de un fluido de densidad constante 

v-* ~ y ’ mostrar la magnitud del vector aceleración es proporcional al 
vector de posición. 

7. En el flujo de un fluido viscoso se tiene una distribución de velocidades dada 

por a 

u x = -2 y +4 y 2 m/seg. 

a) Calcular el caudal para un ancho 
unitario (1 m.) 

b) Calcular la velocidad inedia de este 
flujo. 

c) Determinar la función de co¬ 
rriente \p sabiendo que la linea de co¬ 
rriente y = 0 corresponde a \¡j = 0. 

d) Si el fluido es petróleo crudo (6 = 0.86) a 30°C encontrar el esfuerzo cor- 

tante en el lecho del canal. ' 




8. El dibujo representa la sección vertical del tubo de descarga de una turbina, 
los contornos siendo superficies de re¬ 
volución glrededor del eje vertical. De- / I 1 

termínense las velocidades medias en _ 

las secciones A y B cuando el caudal 7 i l 

es de 10 m 3 /seg. / | \ 


9. Por una tubería fluye aire. En la 
sección A el diámetro es de 100 mm. 
la temperatura 15°C, la presión 3 bar 
y la velocidad 25 m/seg; en la sección 
B donde el diámetro es 200 mm. la 
temperatura es de -5°C y la presión 
1.5 bar. Calcular la velocidad media 
en B y el caudal en masa. 



10. Siendo u x = x 2 + 2 x - y 2 la 
componente de la velocidad en la di¬ 
rección de O.v, en el movimiento bi- 
dimensional de un fluido incompre¬ 
sible, encontrar la componente u y 
del movimiento. Encontrar la fun¬ 
ción de corriente i p, haciendo que la 
linea de corriente que pasa por el ori¬ 
gen corresponda a \p = 0. 


Ejercicio 9 
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jj Se llama flujo axisimétrico un flujo tridimensional con un eje de simetría, 
manera que ninguna característica del movimiento dependa de la orientación 
¿rededor del eje. 

, Utilizando coordenadas cilindricas escribir la ecuación de continuidad para el 
flujo axisimétrico de un fluido incompresible. 

. Deducir la posibilidad de existencia de una función de corriente para este tipo 
de escurrimiento y encontrar la relación que la liga a las componenetes u r y u z 
de ia velocidad, (Función de corriente de Stokes). 

_ 1 d\p _ 'jJ ) j - 

Respuesta • u r - - > u z 3r ' 

_ A U i±) ¿ ^ 

d r v f aA- s 

3.8 Torbellinos y rotacional. Flujo potencial 


En el movimiento de los fluidos considerado desde un punto de vista 
puramente cinemático se hacen varios tipos de clasificación. 

Un fluido real se mueve en forma laminar o turbulenta, como ya se 
dijo. Quizás la mejor manera de comprender la diferencia entre 
ambos es de observarlos en el laboratorio. En realidad basta ver un 
chorro lento (laminar) y después rápido (turbulento) para darse 
cuenta de su disparidad fundamental. 

Existe sin embargo una distinción mucho más sutil y difícil de 
captar físicamente, que tiene que ver con la deformación de los 
elementos del fluido durante su q 
movimiento. Considérese un pe¬ 
que ño elemento cúbico del 
fluido. Durante el movimiento 
el elemento se deforma de mu¬ 
chas posibles maneras, y por 
consiguiente gira, en general, al¬ 
rededor de su centro de grave- 
vedad con cierta velocidad an¬ 
gular. Se tiene entonces el caso 
general de un flujo rotacional, y 
se dice que el fluido tiene torbe- Figura 3.18. 

tonos, o vórtices. 

Puede ocurrir, y ya se verá más adelante en qué condiciones, que 
ni nguno de los elementos del fluido esté sometido a esta rotación 
sobre sí mismo. Se tiene entonces un Jlujo irrotacional. 

En este momento lo que se quiere es encontrar un criterio cinemá- 
íic o para distinguir, conocido el campo de velocidades del 
Movimiento de un fluido, cuando es rotacional y cuando no. 

Vamos a hacer los razonamientos sobre el plano xy que muestra 
Una cara del elemento de volumen en estudio, ya que es fácil genera- 
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lizar después el resultado obtenido al caso tridimensional. 

A RTlw"" f eprese " ta U ? e ! emento de volu men por una de sus caras 
. ( , y sobrepuesto, el elemento deformado A'B'CD' obtenido 

después de un pequeño desplazamiento de todo el elemento Si I k 
dimensiones iniciales del elemente son dx, dy, se ve que el lado ho- 

Sj. _ 


Figura 3.19 


rizontal sufre un alargamiento 


dx dt y su extremo B sube de 


dx dt, de manera tal que el lado AB sufre una rotación 


dt y por consiguiente ha girado con una velocidad angular 


De la misma manera el lado AC ha girado con una velocidad angular 


donde el signo - indica una rotación negativa si-^ > 0 . de manera 
que la velocidad angular promedio del elemento en conjunto es 
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• „dn el eje z, como se indica, el eje de rotación. 

S,e reneralizando este resultado el caso tridimensional se puede pue 
Oeneia .. m-nidn a su deformación, con 


E ¿r que el elemento de volumen gira, debido a su deformación, con 
a velocidad angular 


w = i- Rot ü = r vx u - 


(3-40) 


Ola ' 


Y entonces se puede definir cualitativamente el torbellino (o vór¬ 
tice) en cada punto del fluido como el vector. 


£ = 2 tu = V X u 


(3-41) 


Ací pues un fluido se moverá en forma irrotacional cuando en ningu¬ 
no de sus puntos existan torbellinos, esto es, cuando 


Rot U = 0 


(3-42) 


lo cual se traduce, para las componentes de la velocidad, en las re¬ 
laciones: 


du z dUy dw* _ du z # dMy = 

jy ~ dz. ’ a z a* dx a y 


(3-43) 


Consideremos ahora el movimiento permanente de un fluido. El cam¬ 
po de velocidades es dado por u 0 * 

ü = it (x, y, z). ^ <(3-44) 


u = u (x, y, z). 

Si el régimen es irrotacional, la expresión 

u x dx -t- u y dy + u z dz 


(3-45) 


es, debido a un teorema conocido de análisis matemático* una dife¬ 
rencial total exacta. Esto es, existe una función ,Jk. 

=<p(x,y,z) d*(3-46) 

tal que 


dip — u x dx -t- Uy dy 4 tt z dz , 


(3-47) 


La función se llama potencial de velocidades y debido a (3-47) 
Rueda definida por 


di¿> 

= 3x 


u v = -~- 
y 3 y 


u, = - 5 — 

z 3z 


(3-48) 


U = V * = grad 

*El lector podrá usar el teorema de Stokes para demostrarlo. 


(3-49) 
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Así pues, se ha llegado a la conclusión que en un régimen permanente 
'•rotacional existe un potencial de velocidades ¡p, del cual deriva el 
campo de velocidades mediante la relación (3-47). Se dice entonces 
que se tiene un flujo potencial, con la consiguiente ventaja al tener en 
las ecuaciones una sola incógnita ./>, en vez de las tres u x , u y u t 

Otra ventaja es una interpretación física del flujo gracias a l as 
superficies equipotenciales. Se llaman así superficies en las cuales se 
cumple 

* (*- y, z) = const. (3-50) 

y juegan el mismo papel que las superficies de nivel para la energía y 
potencial del peso de un cuerpo, por ejemplo. De la definición (3-47) 
se deduce que, moviéndose sobre una de las superficies equipotencia¬ 
les, se tiene 
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Entonces, haciendo se puede escribir 

y _ A y O i 4’ O c 1 Cr *' 1 tJ'fi 

As c. 

eS to es, la velocidad es inversamente proporcional a la separación de 
las equipotenciales. 


3.9 Velocidad de deformación 

Como se habrá observado en la sección anterior, un elemento de 
fluido en movimiento se deforma constantemente. Ello queda clara¬ 
mente de manifiesto en las expresiones (3-37) y (3-38) que repre¬ 
sentan la velocidad de rotación de dos lados de un elemento inicial¬ 
mente rectangular. 

Se puede definir un cierto valor medio de la “velocidad de defor¬ 
mación” por la expresión 


o sea, recordando (3-47) 


la cual representa, dicho más gráficamente, la velocidad con que 
disminuye el ángulo BAC, inicialmente recto. 

Naturalmente, en un elemento tridimensional de fluido, habrá 
otras dos componentes de la velocidad de deformación angular, de¬ 
finidas según 


Figura 3.20. 

Esta propiedad naturalmente se interpreta diciendo que la velocidad 
del fluido es perpendicular a las superficies equipotenciales. 

El gradiente además indica la dirección según la cual la función 
potencial tiene mayor variación y da una medida de dicha variación. 
En efecto, en la dirección de v y se tiene 


ya que e es el vector unitario. 

Gráficamente se logra utilizar esta relación (3-52), dibují 
numero limitado de superficies (o líneas) equipotenciales, de 


Figura 3.21 
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La descripción completa de la deformación del elemento de Huido no 
termina aquí, sin embargo, ya que además de cambiar de forma el 
elemento ABCD puede cambiar de tamaño en el proceso de deforma¬ 
ción. 

Es fácil evaluar el cambio de dimensión de cada uno de sus lados, 
esto es lo que se puede llamar la “velocidad de elongación ". En 
efecto de la figura se desprende que el cambio de longitud de AB. en 
la dirección í es 

(«* + dx) dt - u x dt = ~£~ dx dt 
de manera que la elongación por unidad de longitud y de tiempo será 



(3-54) 


y asimismo para las otras dos direcciones 



• _ (3-54) 

dz ' 


En un elemento cúbico de flui¬ 
do se produce pues, una defor¬ 
mación que, en su conjunto, 
puede ser representada median¬ 
te nueve componentes que se 
presentan a veces en forma ma- 
tricial 

X 

/ 

z 

Figura 3.22. 




con la particularidad de que e xy 


según se ve de la definición 
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- 5 3 ) Los términos de esta matriz constituyen pues las componen¬ 
te ¿e ja \velocidad de deformación” del elemento de Huido. 


Ejercicios 


! Demostrar que 


é xx + éyy + é Z2 =V *M 


y que esta expresión representa el cambio de volumen por unidad de volumen 


del fluido, esto es 


. „ _ 1 dV 

V *“ V dt 


2 Demostrar que en el escurrimiento irrotacional plano de un fluido incompre¬ 
sible, la función de corriente correspondiente es armónica, esto es, satisface a la 
ecuación de Laplace. 

3. Determinar la ecuación diferencial que ha de satisfacer el potencial de veloci¬ 
dades de un escurrimiento axisimétrico irrotacional, de un fluido incompresible. 


Respuesta: 


_ 3** . 1 _n 

V * " W~ + 7 W + ~dr r “ °- 


4. Demostrar que el potencial de velocidades asociado al movimiento irrotacional 
de un fluido incompresible, satisface la ecuación de Laplace. 

5- Encontrar, para un flujo axisimétrico irrotacional, la ecuación diferencial que 
ha de satisfacer la función de corriente de Stokes correspondiente, siendo el 
fluido incompresible. 


Respuesta: 


d 2 tfr 1 3 0 d 2 \¡/ _ 

3 r 2 r 9 r dz 2 


6. Se acostumbra definir la matriz tasa de deformación según 
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Si asimismo se define la matriz velocidad de rotación como 


fe 



\ dx 

- 

by ) 



du x \ 

1 

l a* 

dz ) 

2 


' du y 

\ dy dx 

O 


1 / du z \ 

2 \ bz dx ) 


1 ( d “y 

2 bz 


mostrar que se tiene 


( 

dUy 

\ 

■ \ 

dz 

) 


bu_ x 


dx 

by 

dz 

bu y 

d Uy 

d Uy 

~bx~ 

by 

dz 

du z 

bu z 

du z 

dx 

by 

dz - 


e + co = 


Se observará que co es antisimétrica. 

7. Existe otra notación para indicar las nueve componentes de la matriz é aue 
consiste en cambiar los subíndices x, y, z respectivamente por 1 2 3 indicán 
dolo de la manera siguiente: ’ Can 

¿ = [€ tf ] , (/,/ = 1,2,3). 

Se puede entonces hablar de la matriz tasa de deformación indicando simple- 
mente su componente genérica.* €¡j 


a) Comprobar que se tiene 


c _ 1 , üu¡ bu¡ s 


b) Si se define también 


co, = ' 

2 v dx¡ bxj' 


comprobar que efectivamente 


+ (¿n = 


(Esta notación se llama notación indiciaf). 


CAPITULO 4 


* 

Ecuación de Euler y 
aplicaciones 


En este capítulo se va a estudiar el movimiento de un fluido ideal en 
términos de las fuerzas que lo producen. Las leyes que se obtendrán 
serán pues consecuencia de la ley de Newton. Sólo su expresión 
matemática cambiará al ser aplicada a un medio continuo como es el 

fluido. 

4.1. Ecuación de Euler 

Considérese pues un fluido no 
viscoso en movimiento y sea V 
Un volumen de control arbitra¬ 
riamente escogido. 

Las fuerzas que actúan sobre 
e ) fluido incluido en V son las 
siguientes: 


Figura 4.1. 
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1. Las fuerzas de presión p que actúan sobre todo elemento de úrea 
dA de la superficie de control A que limita V. 


[ pn 

J (A) 


2. Las fuerzas de volumen .que actúan sobre un elemento de masa 
pdV debidas a la acción de un campo de fuerzas G (por ejemplo el 
gravitacional). 

f f>G dV M J 


La suma de estas fuerzas, aplicando la ley de Newton para un 
sistema material, ha de ser igual a la suma de los productos de la masa 
por la aceleración de cada partícula. Por consiguiente, se tiene 

J pjG dV- jp ñ dA = Jp<f d V (4-3) 

La segunda integral se puede transformar fácilmente en una integral 
de volumen, utilizando el teorema del gradiente, según el cual 

f p dA = f V /; dV. (4-4) 


Por consiguiente (4-3) se escribe 


[pG — V p — p a |c/V=0 


Repitiendo ahora el razonamiento (ver 3-11) basado en que el volu¬ 
men de control fue escogido arbitrariamente, se concluye que el inte¬ 
grando ha de ser nulo, o sea la ecuación de Euler , 


p a = - Vp + pG 


Esta ecuación se puede escribir en formas distintas. Recordando la 
expresión de la aceleración (3-31), por ejemplo, se tiene 


+ u - Vi/ = 


T Vp+G 
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coordenadas cartesianas las ecuaciones 
*° 

dU x , dU x + + u AH* = 

+ “* dx y 3 y 9 2 

+ .. 9 “y + u AEsl + u, = 

-5/ x dx y a y * dz 


+ u. 


du¡ , 3 u z _ 

+ “ y TV “* "3T ^ 


_i 9P + 

p dX 


_ _L 2íL + G 
p 3 y 

_ I AE + g 

pdz 



también llamadas ecuaciones de Euler. 


Figura 4.2. 


Ejemplo 1 : Traslación con aceleración constante 

Sea a el vector aceleración, en general, de componentes a x , a y , a z . Si el eje y es 
Paralelo a! vector g de la aceleración de gravedad, las ecuaciones de Euler se 

escriben 






112 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 



Figura 4.3. 

Considérese ahora el problema particular propuesto más arriba de un recipiente 
moviéndose horizontalmente en la dirección a. Entonces a y = 0, a z = 0 y las 
ecuaciones del movimiento se escriben: 



Estas son fácilmente integrables, pero conviene enunciar las condiciones de 
contorno que las acompañarán. Si los ejes se toman como se indica, se puede 
decir que para x = 0, y =0 se tiene p = p 0 , ésta será pues la condición de 
contorno. Integrando las ecuaciones y recordando que se trata de derivadas 



Figura 4.4. 




de donde 


y por consiguiente 
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/= -pgy + c, 


p = - pa 0 x-pgy + C¡ 


Usando la condición de contorno se obtiene que C, = p 0 . Luego 


p =Po - P a o x - pgy- 


Este es el campo de presiones en el seno del fluido. 

Superficie Libre: La superficie libre queda definida por la condición p =p Q ; 
luego es una recta de ecuación 


y = — -a. 

g 


Se ve que su pendiente es negativa y que tg a = —2. . 

Se propone ahora como ejercicio, mostrar que las lineas de igual presión son 
paralelas a la superficie libre, y que si A y B son dos puntos sobre la misma 

vertical 

Pb ~Pa =-70b -Fa)- 


Ejemplo 2-, Líquido dentro de un envase en rotación uniforme 

Sea un envase cilindrico que gira alrededor de un eje. Si el líquido que contiene 

es arrastrado por él y gira con a z 

la misma velocidad angular cu, se , > cu 

pide la distribución de presiones en '——' «- 

el fluido y la forma de la superficie V I I 

libre. Para estudiar este problema se \ \ / 

usarán coordenadas cilindricas por \ I / 

adaptarse más a la simetría circular j y _ r 

que presenta. La ecuación de Euler, 01 

Proyectada sobre el eje z y a lo largo I- 

de un radio r. se escribe i I g 


Figura 4.5. 







INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 


ECUACION DE EULER Y APLICACIONES 


gncontrar la inclinación permanente 
£ de la superficie libre con respecto a 
la horizontal. Se partirá de la ecua- 
rión de Euler, con a = 35°. 


Este es el sistema de ecuaciones diferenciales 
segunda ecuación se saca 


que resuelve el problema. De l a 


e introduciendo esta expresión en la primera 


Figura 4.6. 

Tómense unos ejes como los indicados en la propia figura del enunciado 
Entonces la aceleración se puede escribir 


se obtiene 


De donde, la distribución de presiones 


Ecuación de Euler. De su expresión vectorial 


Las condiciones de contorno son conocidas en la superficie libre. Si se toma el 
origen O en el punto donde dicha superficie es cortada por el eje Oz de simetría, 
se tiene: para z = 0yr=0, p- p 0 . Luego, sustituyendo en p,C= p 0 ,o sea 
finalmente para la distribución de presiones 


se tiene 


En estas condiciones la superficie libre del líquido, definido 
una superficie de ecuación 


por p = p 0 resultará 


primera ecuación, integrando 


esto es, una parábola de vértice en O y de eje vertical 


o este resultado en la segunda 


F.jemplo 3 


recipiente que baja por un plano inclinado, tal como se indica, es acelerado 
una aceleración a 6 m/seg 2 . 
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La distribución de presiones es pues 

p=p 0 - pa x x- p(g + a y )y 
siendo C = p 0 , la presión para x = 0, y = 0. 

La superficie libre es el lugar geométrico de los puntos en los cualesp = p 0 . 
Luego, es dada por 




En el caso de « = 35°, se tiene tg d = 0.772, 0 = 37°.6. 


Nota: Hay maneras más breves de encontrar tg 0. 


EJERCICIOS 

1. El envase de un fluido es trasladado en línea recta con aceleración constante, 
conjuntamente con su contenido. Tomando los ejes tal como se indican, escribir 
las ecuaciones cartesianas de la ecua¬ 
ción de Euler, partiendo de su enun¬ 
ciado vectorial. Integrar las ecua¬ 
ciones encontradas y verificar así los 
resultados del ejemplo del texto. 

Mostrar que la superficie libre es per¬ 
pendicular al vector a + G. .Por¬ 
qué? . 


Figura 4.7. 

2. Un cilindro circular de radio R que contiene aire gira alrededor de su eje 
vertical con una velocidad angular cj constante. Debido a la simetría de rotación 
se utilizan las coordenadas z y r. Encontrar la presión en un punto cualquiera 
M del gas sabiendo que en el punto 0, p = p 0 , p = p 0 , en los siguientes dos 
casos: a) Cuando p es constante, b) cuando p varía pero la temperatura se 
mantiene constante. 




4.3. Flujo unidimensional. Teorema de Bernoulli 

Al estudiar la cinemática de los fluidos se ha visto cómo su movi¬ 
miento podía describirse mediante el concepto de líneas de corriente 
y cómo el conocimiento de éstas permitía determinar el campo de 
velocidades, en la mayoría de los casos. Cabe entonces preguntarse si, 
además, no se podría también averiguar la variación de la presión a lo 
largo de una línea de corriente. Aparte del intefes físico general que 
una respuesta a esta pregunta puede tener para el conocimiento del 
movimiento de los fluidos, su 
miportancia práctica es también 
muy grande. En efecto los con- 
ce Ptos de línea de corriente y 
tubo de corriente sirven 
c om.o modelos para el estudio 
flujo en tuberías y otros 
conductos utilizados en la téc- 
n,c a: un tubo de corriente no es 

en realidad otra cosa sino la ^Figura 4.9. 
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idealización de una tubería, a través de cuyas paredes no pasa el 
fluido. Entonces las leyes que se deducen para una línea de corriente 
y que se generalizan a un tubo de corriente, son directamente aplic!’ 
bles a los problemas concretos de tuberías, canales, etc. La úni 
salvedad a este respecto que se hará al inicio del presente capítulo 1* 
que el Huido ha de ser ideal, ejerciéndose para más adelante la gener S 
lización al caso de un fluido real. a ' 



Conviene para empezar, además, hacer un breve recuento del conJ 
cepto de energía potencial. 
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dSl = 


dn 


dx 


dx + 


3Í2 


9 )’ 


dy + 4¡£ dz. 

oZ 


^ concluye, por identificación, que 


fx = 


dfl 

dx 


f _ _ 9Í2 f _ _ 
’ J y 9 y ' Jz 


3Í2 


dz 


osea 


(4-14) 


(4-15) 


4.3.1. Fuerzas conservativas 

Sea un campo de fuerzas 

T- f~(r ) - (4-9) 

de componentes 

f = f x r + f y f + f 2 k (4-10) 

Figura 4 10. 

El trabajo elemental de esta fuerza cuando su punto de aplicación se 
desplaza en dr es dado por 

dW = f . dr = f x dx + f y dy + f z dz. (4-11) 

En caso en que el campo de fuerzas cumpla con la condición 

R°t 7 = 0, (4-12) 



/ = — V « = - grad Í2. ( 4 - 15 ) 

Se ye pues que para fuerzas conservativas, el vector fuerza se puede 
expresar como el gradiente, con signo cambiado, de la energía poten¬ 
cial- 


Ejemplo: 

En mecánica de fluidos las fuerzas de volumen son casi siempre conservativas. En 
particular cuando G, de la ecuación de Euler, se origina por la gravitación terres¬ 
tre, supuesta constante, se tiene un campo de fuerzas conservativo, el de 

gravedad. 

Si se aplican las definiciones ante¬ 
riores y se considera G = -gj como 
una fuerza por unidad de masa, se 
puede escribir, con el eje Oy vertical 

dW = - gdy = - d Í2, 

de donde 

S2=£y + C. (4-16) 


4-3.2. Teorema de Bernoulli 


y l 


rA 


V 8 


10 i 

_ ^ -O- 

* ^ 

A 

Figura 4.11. 


_ x _ 


¡a diferencial de trabajo es una diferencial total exacta.* Las fuerzas se 
llaman entonces conservativas y en este caso se puede escribir 

dW = f x dx -b f y dy + f t dz = - d Í2 (4-13) 

donde O es una función de punto, Í2 = Í2 (,xr, y, z), llamada energía 
potencial. 

Recordando la expresión de díl 

* Ver cualquier texto serio de Mecánica, por ejemplo J. León, MECANICA Limu- 
sa. 


Considérese ahora el flujo de un 
básica del movimiento es la de 
Euler, que se escribirá, supo¬ 
niendo que las fuerzas de volu¬ 
nten son conservativas: 

d£T 1 

+ u-V u =--Vp-VO 

(4-17) 


fluido ideal cualquiera. La ecuación 




120 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 


Esta ecuación se escribe también (Ejerc. 5, Secc. 3-7) 

as\_£/* _ „ i 

YF + v_ 2- U X Rot Vp - Vfi 


(4-18) 


Sea dr un elemento de longitud medido a lo largo de una línea d 
corriente esto es tal que dr y u sean paralelos, y multipliqúese esca* 
lamiente la ecuación anterior por¿r. Se tiene 


du — [p _ , 

3 1 ' dr + v “ 5 — dr -u X Rot w =— — c?F -Vp -dr • V í 2 


(4-19) 


cualquiera 6XpreSÍÓn qUe da la diferenc *al de una función escalar 


P - P (X, y, z), 
dv ' <r - v *’= 


y observando que el término 


(4-20) 


dr .u X Rot ü = 0, 

se tiene, a lo largo de una línea de corriente 


(4-21) 


du , .CP dp 
Yf-'dr + d -j- + ^-+rfn = o. 

I 

Ahora, diferenciando e integrando a la vez 




(4-22) 


(4-23) 


La expresión entre corchetes se llama “bernoulliano” 


s "J!r-^ + ‘t + - 


(4-24) 


y para un instante dado, es constante sobre todos los puntos de una 
linea de corriente. 

Se tiene pues, sobre una línea de corriente 


du 

JJT ’ 




+ n - B = “constante” (4-25) 
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, es la forma general de la ecuación de Bernoulli. Si el flujo no es 
permanente la “constante” B puede en realidad, ser función del tiem- 

P °i f ecuación de Bernoulli puede expresarse en forma distinta cuan¬ 
do se hacen intervenir dos puntos dados sobre una misma línea de 

corriente. *t 2_ 

partiendo de (4.22), se tiene 

entonces ' m 


• 2 9¿7 


Figura 4.13. 


< 4 + 


+ \ dn = o, 


de donde 


fi£.dr + 5 + r-^ + 

J dt 2 J p 


n 2 =_^L+í2, (4-26) 


Conviene ahora considerar varios casos particulares. Supongamos pri¬ 
mero que el flujo sigue dependiendo del tiempo, pero que la línea de 
corriente mantiene fija su forma. Entonces, 


m _ dU 
~df ~ dt' 


<4 - 27) 


siendo ds el elemento de arco sobre la línea de corriente, y, por 
consiguiente, 


+ y¡ + j‘f-+n, > Y +n ‘ (4 ' 28) 


Por otra parte, si las fuerzas de volumen son las de gravedad 


n=gy. 


y si además el fluido es de densidad constante, 
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la ecuación de Bemoulli se escribe 


r djj 

Jr d ' 


¥ds+ = <£+_£i_ + 


(4-29) 


Finalmenle si el (lujo es permanente o estacionario, además de las 
hipótesis anteriores, se tiene e as 


~r + T + 8}i + ~ + sy> 


(4-30) 


pret a ación reSÍÓn “ ta " lbÍén 3 me " udo ’ P ° r su fáciI inter- 


U] ^ 


En electo, una interpretación 
física de esta última ecuación se 
logra cuando se observa que 
cada uno de los sumandos co¬ 
rresponde a una forma de ener¬ 
gía mecánica: Así y es la 
energía potencial por unidad de 
peso del fluido,^ es la energía 

de presión y-^—la energía ciné- 
4 '6 

tica correspondiente. 

A la cantidad 


JA + P2 
2 g y 


- + y¡ (4-31) 

- Energá total 

^Altura piezométrica 


— <p 

y, I 1 Linea corriente ' Nivel de 
¡_ /| referencia 


Figura 4.14. 


H = y+JL+Vl 
y 2g 


(4-32) 


se le llama energía (mecánica) total o también "carga" y si se la re¬ 
presenta gráficamente, se tiene la línea de energía total Esta línea es 
horizontal en el caso presente, esto es, para un fluido ideal 
A la cantidad 


h p = y +£- 

y 


Su repres ' n,adó " da ’^ala «*»* 
Estos conceptos resultan muy útiles en las aplicaciones del teo- 
resto del cZ” " “' Cl "° ,Uberí “ S ’ “ m ° se <=" '«do el 
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Ejercicios 


j Recordando la expresión de las componentes de la aceleración según la tan¬ 
ate y la normal a la trayectoria de un elemento de fluido, escribir las ecua¬ 
ciones de Euler en un sistema intrínseco de coordenadas ligado ala línea de 
corriente, en el caso del (lujo pennanente de un fluido incompresible. ¿Qué 
ocurre si el flujo no es pennanente? 


Respuesta: j 


. ± el,- L (£ +„) 0L.»<£+ o y 

~rr ^ a» v „ p dn y p ’ 


ds y p 


2 Mostrar que la ecuación de Euler escrita en un sistema no inercial que se 
traslada con una aceleración a 0 y una velocidad angular de rotación Ü3 con 
respecto a un sistema de referencia fijo, toma la forma 

+ v (-íp + ^+ n + S2,) = -2o;X Ü +Ü XV X Ü, 



y D/Dt indica la derivación con res¬ 
pecto al sistema de coordenadas rela¬ 
tivo, siendo R el vector de posición 
con respecto a dicho sistema. 


4.4 Aplicaciones 

Las aplicaciones del teorema de Bernoulli que aquí se indicarán están 
limitadas por la hipótesis de que el fluido es ideal, esto es no viscoso 
y no conductor del calor. En una sección posterior se presentarán las 
generalizaciones necesarias cuando se quiere estudiar un fluido real, y 
los métodos de cálculo correspondientes. 

Una de las aplicaciones técnicas más importantes del teorema de 
Bernoulli es su uso en el cál culo de tuberías. El paso del teorema de 
Bernoulli deducido para una línea de corriente al caso de una tubería 
se puede hacer, como se dijo, mediante el concepto de tubo de 
corriente. 
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Para ello se aplica la ecuación (4-26) o alguna de sus conse 
cuencias, no al valor de la velocidad, presión, etc. en una línea sino , 
los valores promedios de estas ’ ° a 

magnitudes en cada sección del 
tubo de corriente. Esto es, se 
calcula, o se supone sabida, la 
velocidad media 


u-dA, (4-34) 

M ) 

en la sección; se supone que en 
dicha sección la densidad y la 

Figura 4.15. 

s ° n constantes y se toma por elevación la del centroide de la 
sección. Entonces se obtiene el teorema de Bernoulli en la forma: 





hicompresi ble. ^ ejemPl °’ ^ fluj ° permanente de «uido 

Es de notar que tal procedimiento puede conducir, y conduce a 
ciertos errores. Basta observar que el cuadrado de la velocidad media 

cuadndo eS Fsto CeSanamente ^ aI Valor medio de la ve| ocidad al 

tula i h 1 f rr ° reS S ° n genüralmente Peq^ños y a final de capí¬ 
tulo se estudiara la manera de corregirlos. 

deípu5n aPt ° “ Uti ' ÍZarÍ e ' mé,0d ° dcscr¡ '° en varios «JIPIOS 


4.5 Aplicaciones en flujo permanente 

Las aplicaciones del teorema de Bernoulli al flujo permanente en 

nfnZi 7 nümerüsas - En Paular este teorema explica el funcio 
ult ° certos aparatos de medición, como el tubo de Venturi o 

de be Í Ce P ‘ t0t ' AUn C |‘ and ° Una teoría corn P ,et a estos instrumentos 
debe tomar en cuenta las pérdidas debidas a la viscosidad del fluido 

sa que se liara mas adelante, el principio y las fórmulas fundamen¬ 
tales se pueden establecer suponiendo un fluido ideal. ' 


4.5.a. Tubo de Venturi 

coTeni,", aP T7 C]UC f e incluye en una iberia, montado en serie 
con ella, con el objeto de medir el caudal del flujo que circula. Con- 
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siste simplemente de una tubería estrangulada, en la forma que se 
indica. Si se aplica el teorema de Bernoulli entre los puntos 1 y 2 
correspondientes a la parte ancha aguas arriba y a la parte estrecha 
del tubo, se tiene 





donde í/, y U 2 son las velocidades medias en la sección corres¬ 
pondiente yp, y p 2 las presiones. Es de notar que se pueden medir 
estas últimas conectando tubos verticales en las secciones corrrespon- 
dientes, como en la figura. 

Entonces 


ya que en la dirección vertical no hay movimiento, y que, por consi¬ 
guiente se puede aplicar la ley de la hidroestática. Se ve pues que 


h t h 2 - H = -Pt 

I y 

representa la diferencia de presiones entre los puntos 1 y 2. Luego la 
ecuación de Bernoulli permite escribir 


tA _ = Pi -Pt. = H 

2g 2g 7 


(4-36) 


Puesto que no se conocen las velocidades, ya que no son directa¬ 
mente observables, la ecuación anterior contiene todavía dos 
incógnitas. Para relacionarlas se emplea la ecuación de continuidad. 


U, A ( = 


U 2 A 2 , 
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donde A, y A 2 son las áreas de la sección recta respectiva. Tomando 
en cuenta esta relación, (4-36) se escribe 



Esta relación resulta naturalmente modificada si el método de medir 
las presiones es distinto (ver ejercicios) y si el fluido es un gas en vez 
de un líquido. El método sin embargo es el mismo, quedando enten¬ 
dido que las correcciones debidas a la viscosidad se harán más 
adelante. 


4.5.b Tubo de Pitot-Prandtl 


Este aparato tiene por objeto la medición de la velocidad en un 
punto cualquiera en el seno del fluido en movimiento. Puede ser 
líquido o gas, aun cuando, en este último caso puede hacerse nece¬ 
sario tomar en cuenta la compresibilidad, si la velocidad es muy 


grande (Cap. 6 ). 

El instrumento consiste en 
esencia de dos tubos concén¬ 
tricos, uno de los cuales se abre 
de punta “contra” la velocidad 
del flujo y el otro, el exterior, 
tiene unas aperturas en su 
superficie lateral. Cada uno de 
ellos comunica con uno de los 
extremos de un piezómetro, tal 
como indica esquemáticamente 
la figura. 

El tubo se coloca, como se 
dijo, de “punta” en contra del 
sentido del flujo y paralela¬ 
mente a éste. Si se consideran 
dos puntos en el fluido, (1 | v 
(3), y se aplica el teorema de 
Bernoulli entre ellos, se tiene 



Ó- , L .; 3 Figur-, 4.17. 

rVc 1 ’W'trs M M C^too 


C < t A f\ 
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P1 + UL 
y 2g 


uL - p * 


(4-39) 


ya que en ( 2 ) la velocidad es nula (punto de estancamiento) y en ( 1 ), 
tomado suficientemente lejos aguas arriba, la presión y la velocidad 
se suponen no modificadas por la presencia del aparato; esto es 


Pi = P, U l = U 


siendo p y U la presión y la velocidad en la zona que se está investi¬ 
gando. 

La ecuación (4-39) permite despejar la velocidad 


U 2 = 2 P 2 ~ , 

P 


tan pronto se conozca la diferencia de presión p 2 — /?,. Para encon¬ 
trarla, se observa primero que el punto ( 1 ) y el punto ( 3 ), situado a la 
entrada del orificio lateral del instrumento pueden ser considerados 
sobre la misma línea de corriente, y por consiguiente, suponiendo el 
flujo localmente uniforme. 


P\ = P = P 3 


-o- dot újl 


Luego 


(J* _ 9 Pi ~ P 3 
P 


( ?pt tO'lQ * Iü •'Ma.oyv 
\ í r, 1^3 (¿> ^jo r i ' tro ^ t- ^ 


Ahora bien, la diferencia de presiones p 2 p s es detectada por el 
piezómetro, y se tiene . j. ,, , 

| " o o (M 

P 2 - p 3 = (7o ~~y)h 

donde 7 0 es el peso específico de un fluido distinto del estudiado, 

<7). y no iniscible con él. 

Combinando las dos ecuaciones anteriores 


- V* 


(4-40) 


Se ve pues que si el tamaño del pitómetro como se llama a veces 
tsie instrumento , es suficientemente pequeño para que la zona que 
rodea su parte activa pueda ser considerada localmente uniforme, se 
Puede determinar la velocidad del fluido en esta zona 

¿ "i evs jn loto oU oto c> Qb-i l^í'CA c ‘' v *' £ 
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La descripción dada corresponde a la versión del pitómetro ideada 
por Prandtl. Algunos sistemas más sencillos serán analizados como 
ejercicio. 

4.5.c. Velocidad a la salida de un depósito 

Supóngase un depósito de líquido con una apertura en su parte infe¬ 
rior por la cual sale el líquido. Si la apertura es pequeña y el depósitq 
suficientemente grande, el he¬ 
cho de que se pierde líquido no 
alterará prácticamente el nivel 
superior. De esta manera se ten¬ 
drá un flujo permanente. Tam¬ 
bién se puede asegurar esta 
permanencia alimentando con¬ 
venientemente el depósito de 
manera que el nivel superior no 
varíe, cualquiera que sea el cau¬ 
dal. Se tiene entonces un Figura 4.18. 

“depósito de nivel constante”. 

Una primera pregunta que se puede hacer es de saber cuál es la 
velocidad del chorro de salida. Suponiendo que el fluido es ideal, se 
puede responder al aplicar el teorema de Bernoulli entre el punto (1) 
en la superficie del depósito y el punto (2) a la salida. 

En efecto se tiene 

£l = «L+ P2_. 

y 2g y 

Ahora bien, en un chorro libre la presión en el interior del chorro es 
la misma que la circundante. 1 De no ser así, éste no sería “estable’. 
Euégo en el presenté caso 

Pi = Pi 

y por consiguiente 

U¡= \pTgW. (4-41) 

Este resultado es el llamado teorema de Toricelli. Se ha indicado la 
velocidad con el índice i para recordar que el valor encontrado es 



i 


Una excepción importante es la del chorro supersónico (Cap 7). 
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orrecto si el fluido es ideal. Más adelante se estudia lo que pasa en 
, n fluido viscoso. 

Otra pregunta que cabría hacer, es saber cual es el tamaño del 
-horro. Se observa en efecto que su diámetro es generalmente menor 
que el diámeti^del orificio de salida- 

Este es el llamado fenómeno 
contracción y se lo puede 
apreciar fácilmente a simple vis¬ 
ta. La magnitud de la contracc¬ 
ión depende fundamentalmente 
del tipo de orificio que da 
salida al chorro de fluido. A o 


Figura 4.19. 

Por esta razón se define el coeficiente de contracción 

C c = A, (4-42) 

que caracteriza cada orificio en particular. Algunos valores usuales de 
C c se indican en la figura 4-32. Cabe mencionar aquí que para 
ciertas configuraciones de salida se ha logrado calcular los coefi¬ 
cientes de confracción en forma teórica, basándose en la teoría de los 
fluidos ideales. En otros casos su determinación se ha podido hacer 
tan sólo experimentalmente. 

Conocido C) , el tamaño del chorro es 

A = C c A 0 . (4-43) 


Ejemplo 1: 

En un tubo vertical con cambio de sección, circula gasolina de peso específico 
relativo 0.82. Usando la indicación del piezómetro de mercurio, (de peso 
específico relativo 13.6), que se encuentra instalado como indica el dibujo, 
se pregunta cuál es el caudal de gasolina en '•» t" K “ r ''a. Se despreciarán to¬ 
das las pérdidas. 
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Solución: 




que aparece en la ecuación de Bemoulli, y que ha de ser evaluada en función 
la lectura del piezómetro. 

De la ecuación de la hidrostática se puede escribir 

Pb=P* +7* (1,20 -b) 

Pa =P¡ + y g a 

Pa~Pb=P i P 2 + y g a - y g ( 1 .20 b) 

~Pi~Pi 7* X 1.20 + 7 g ( a + b) 



De esta última 
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__VO - 

- -± 


E (2) 


D = 7 cm a — 5 cm 


(yr\ V (^J >fc fc. LA f ^drot-ó' 

•4á4,u fara kalIjQ^T^ 


Figura 4.22. 


Solución: 

*-*w 

Se aplica el teorema de Bemoulli entre los puntos (1) y (2) 

«i + fi. + , J -‘£+£i .+, 1 
2 g y 2 ^ y 

donde y y 2 tienen por origen la cota de punto A. Por consiguiente 
y¡ = 6m, y 2 = 2 m. Además £/, = 0, y p, = P 2 = P«r 
De la ecuación anterior se saca pues 

U 2 = \/2sO, -J'j) = \/2 X 9,8 X 4 = 8,85 m/seg. 


De la ecuación de continuidad 


A U — A 2 U 2 


donde A = ~ D 2 y A 2 = | ■ Además, í/es la velocidad en el tubo. 


Por consiguiente, 


¿2 ^11 d 2 _ o oe v ^ 


U= U 2 = U 2 jp = 8.85 X = 452 m/seg. 

Caudal: Conocida í/ 2 se tiene 

i/ = 1 u = í- (0 05) 2 X 8,85 = 0.0174m 3 /seg = 17,4 lts/seg 
4 4 


Presiones. Conocida ¿/jse calcula 1.04 m 
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Luego, aplicando el teorema de Bernoulli entre el punto ( l)v cada punto consi¬ 
derado, se tiene: 


Pa 

+ 

i/ 2 

, + 0 = 6 m 

de donde 

Pa _ 

y 


-g 


y 

Pb 

+ 

^ +6 = 6 m 

de donde 

Pb _ 

y 


2g 


y 

Pc 

+ 

(J 2 

+ 8 = 6 m 

de donde 

Pc_ = 

y 


2g 


y 

Pe 

+ 

ul , . 

7— + 2 = 6 m 

de donde 

Pe _ 

y 


2g 


y 


1.04 = 4.96 m 

1.04 m 

1.04 = - 3.04 m 

1.04 = 2.96 m. 


Las presiones son. pues, 


Pa =4.96 X 9800 = 48608 N/m 2 = 0.49 bar 
Pb =- 1.04X 9800 = - 0.102 bar 
p c =- 3.04X 9800 = - 0.290 bar 
p E = 2.96 X 9800 = + 0.29 bar. 


Efecto de sifón. En el punto C la presión manométrica es negativa. La razón 
física de ello es naturalmente que el punto C se encuentra más alto que el nivel 
de energía total. Esto es lo que se llama efecto de sifón: el líquido continuará a 
fluir siempre que no se vaporice, esto es, siempre que su presión absoluta no esté 
por debajo de su presión de vapor a la temperatura del fenómeno. 

En el presente caso, 

Pac = 1.013 - 0.290 = 0.723 bar 

mientras que, suponiendo una temperatura de 30°C, la presión de vapor es 

p v = 0.0424 bar. 

I or consiguiente el efecto de sifón se produce y los cálculos hechos son correc¬ 
tos. 


Diagramas de energía total y de altura piezométrica 

En la pagina siguiente se indican esquemáticamente las líneas de energía total y 
de altura piezométrica, que han sido trazadas suponiendo, como en el problema, 
que todas las pérdidas son despreciables. 


Escala vertical 1 ni = 2 cm 



Figura 4.23. 


Altura 






515 



profundo si se desprecia la contrac¬ 
ción del fondo C,, y si se toma el 
coeficiente de contracción lateral co¬ 


mo constante. 

~ AcJh ’\J - Ao^.U 

*ETT * 

ver ■* w t< o 




Figura 4.24. 


S-Svfíss-a 

U¡ = V2 g (H - v) -** Af ' • a /, • ' <\ocl * ■ 

suponiendo como has» ahora, un (luido ideal, y el caudal elememal 


d ¿= C c b s/2g(H y)dy 
Luego el caudal del vertedero será 


y ~ c ' 2 g(H-y)*dy ~2 c.b V2 g H‘h ,4.44, 

S- BaS mil H „ ““ d ' T Ver " d "° S “ m ° * use* 

Ba„a,a med„ H para obiener el caudal que p, sa por ,|| os . Csbe Sllb , ayj ' r 
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u e para un fluido real, habría lugar a una corrección adicional de la cual se 
n3 bla en ia próxima sección. La fórmula a emplear será pues, no la (4-44) sino la 
(4-52) El calculo hecho aquí ha querido ser, principalmente un ejemplo de 
aplicación del teorema de Bernoulli y una ilustración del fenómeno de la con¬ 
tracción en una vena líquida. 


Ejemplo 4: 

El agua corre por un canal de sección rectangular que tiene una estrechez, como 
se indica en el esquema adjunto. 

1 Conociendo la altura y t del nivel de agua antes de la estrechez, escribir la 
ecuación que permita calcular el nivel de la sección más estrecha. 

2. Si se introducen las variables adimensionales 7? = yjy¡ y F, =U, lgy t 
(F — iVr^ero de Froude), reescribir la ecuación planteada y resolverla, suponien¬ 
do)^ ^yt esto es. 7) = 1 + e con e < 1. 

3. Del valor de e en función de F deducir cuándo el nivel del canal en la 

estrechez sube y cuando baja. 


Se supondrá uniforme la distribución de velocidades. 



Figura 4.25. 


Solución: 


1. Escribamos la ecuación de Bernoulli para una línea de corriente situada en la 
Superficie libre del canal. La presión es la misma entonces en ambas secciones (1) 
y (2), y se tiene 


+j£. yi +<!i . 

2 g )2 2 g ■ 


Por continuidad, podemos eliminar 


Í7 2 = Í/, 


bi.y i 

b 2 )’2 




b]y] 

VA 


o sea. 



138 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 


de donde 


¿-o-. -o 


que es una ecuación cúbica en v 2 . 


2. Introduzcamos la variable adimensional 


y i 


La ecuación anterior se escribe, dividiendo por^vf 

T7 3 - (1 + 2^-) t? 2 + 4* = 0 

2 gy¡ 2gy, b\ U ’ 

es decir, con, F = U 2 /gy, 

, 3 -(i + 4) = 0 . 

Si se hace ahora, como ha sido sugerido, r, = 1 + c con e < 1, se tiene 

r? 2 «= 1 + 2 e + . .. 
t? 3 1 + 3 e + ... 

Luego, la ecuación resulta linealizada según 


(l + 3e)-(J + 4 >(, + 2 «)+^- 4 = 0 , 


de donde, despejando e, se obtiene 


44 -> 

^-i 


3. Discusión: 


Como 
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je presentan las dos posibilidades: 

' gj p t > i j se concluye que e > 0, lo cual significa físicamente que el nivel 
be en la zona angosta del canal; si F, < 1 se concluye que e < 0, esto es, el 
n j V el en la zona angosta baja. 

Ejercicios 

I Despreciando las pérdidas, hacer un diagrama de la línea de energía total y 
de la altura piezométrica, que muestre los tres sumandos 




calculados numéricamente, para cada uno de los tramos AB, BC, CD,DE.En 
particular, determinar las presiones en B y en D. 
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.“.íe-ncw” d " preci “ efEC '°‘ y I, 


Respuesta: 



3. Deduzca una expresión para la presión a lo largo del tubo que sale d i 
deposito indicado, de nivel constante, sabiendo que su diámetro varia line d 
mente del valor D , a 0 2 , y despreciando las pérdidas. El extremo del n,b 
tiene una boquilla con un diámetro de salida D b . ° 


Respuesta: 


P ~ (Po + 7 h) 




ía energía níecánka* Ben ’° U " i C ° m ° eCUaCÍÓ " * h “"“-ación de 

sssüsísr" en ,a Secc - 4 ' 3 ' : - ,a ecuación de B ' r " üui « 




+ gy 2 . 


representa en realidad el enunciado de la conservación de la energía 
mecánica en un fluido ideal. En efecto, cada uno de sus térmirn 
tiene dimensiones de 


Joule 
kg ’ 

esto es, de energ,a por unidad de masa. Así el término^- representa 

la energía cinética de un elemento del fluido cuya masa fuera unita- 
•a, y gy su energía potencial por unidad de masa. En cuanto al 

termino ~ = pv representa la energía mecánica asociada al elemento 
debido a la presión a que está sometido. 

El teorema de Bernoulli dice entonces que la energía mecánica del 
fluido -y + ~ + gy permanece la misma sobre cada línea de corriente. 

Esta interpretación tiene una importancia práctica considerable 
pues permite generalizar el teorema al caso de un fluido viscoso En 
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efecto, la presencia de la viscosidad produce una perdida mMa_c 
ufa jipraníña —según se~ha hechonotar en (1-19), la cual se tr 

forma en calor. 

Bien se puede por consiguiente, escribir para un fluido real que 


donde gh f representaría la pérdida de energía por unidad de masa de 
fluido, debido a la fricción viscosa. Las dimensiones de h f son las de 
longitud, y escribiendo el teorema de Bernoulli según 


(4-46) 


se ve que n f puede llamarse con propiedad, peraiaa ae carga, nsia 
ecuación, que constituye una primera generalización de la ecuación 
de Bernoulli, dice que la energía mecánica total del fluido en el 
punto £, es la energía en el punto 2, más la pérdida de carga. 

En el caso de un fluido ideal el teorema de Bernoulli implica que 


const 


es decir que la línea de energía mecánica total es horizontal, como 
indica el dibujo de la página 4-19. 

^ Pérdida de 

l/, 2 Energía total { carga i ni 


Altura 

piezométrica 


Figura 4.26. Diagrama de cargas, con pérdidas. 
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Si el fluido es viscoso, en cambio, la línea mencionada es inclinada 
debido a las pérdidas de carga. 

En esta breve introducción al caso de un fluido viscoso, queda un 
punto por aclarar. El valor de h f es función de muchos factores. Su 
determinación completa será estudiada en el Capítulo 10. Basta 
señalar por ahora que, se puede expresar h f en forma simplificada 
mediante 



(4-47) 


donde K es una constante que habrá de ser dada en cada caso, y (J l a 
velocidad en un punto especificado. 


Ejemplo: 

Un depósito subterráneo suple agua bajo presión constante p 0 . Las pérdidas 
totales pueden expresarse por 




Escribiendo el teorema de Bernoulli, y tomando en cuenta las pérdidas, entre los 
puntos 1 y 2, se obtiene 



4.7 Ecuación de Bernoulli generalizada 

La ecuación de Bernoulli considerada como expresión de la ley de 
conservación de la energía, puede ser generalizada en varias otras 
direcciones. En el Capítulo 11 se estudiará la primera Ley de la 
Termodinámica para un sistema abierto como máxima expresión de 

esa ley. 

En esta sección se contemplarán los casos particulares, muy fre¬ 
cuentes en hidráulica, en que la tubería tiene elementos activos, es 
decir, instrumentos o aparatos que suministran o sustraen energía del 
sistema, pero en los cuales los intercambios de calor son despre¬ 
ciables. Si se trata de un aparato que trae energía al sistema, se 
llamará bomba y si la sustrae se llamará turbina. 

Se trata pues de completar la ecuación (4-46) agregando un tér¬ 
mino que indique, entre dos secciones (1) y (2) la cantidad de 
energía mecánica recibida, por unidad de peso del fluido circulante. 
Sea esa energía, positiva si se trata de una bomba, negativa si es una 
turbina. 

Escribiendo simplemente que la energía se conserva se obtiene la 
llamada ecuación de Bernoulli generalizada. 


+ >T + H m = 2¡r + "y + 


(4-48) 


donde //,„ está relacionada con la potencia que la bomba ha de 
suministrar al fluido, mediante la expresión 
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= 7 V H m = p VH mg - m H m g (4 . 49) 

Es de observar que H m tiene dimensiones de longitud Se H ^ 

interpretar, en efecto, como el aumento brusco de nivel de h /ú /" 

energ.a total en el punto en que está ubicada la bomba * 

bi se trata de una bomba efectivamente, de eficiencia „ i, 
tencia mecánica que ésta habrá de desarrollar será pues P °* 

P = Ú _y V H m 

•’ r - — -- 

V T¡ (4-50) 

Si se trata de una turbina con un rendimiento i> 

nica que podrá suplir será dada por ’ ’ P °" nc,a mecá ' 

P' = r¡ , yVH m . ( 4 - 51 ) 

temoc e h C “ aCÍ( í nes P erm * ten resolver los problemas referentes a sis¬ 
temas hidráulicos activos más frecuentes en la práctica como ^ 
ilustra mediante los ejemplos que siguen. ’ Se 



En la instalación indicada, calcular la potencia que ha de tener la bomba insta- 
, lf m ° Se md,ca ’ Sl eUa tiene “"a eficiencia de 0.75 y ha de suplir un caudal 


de 20 lts/seg., siendo el líquido una 
gasolina de peso específico relativo 
0.68. Se admitirá que las pérdidas en 
la tubería, codos, llave, etc., equi¬ 
valen a una constante K = 9.22. 




Figura 4.28. 
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Ejemplo: 


Calcúlese la potencia que debe tener la bomba del sistema que se muestra nar, 
que trabaje en las condiciones indicadas, con una eficiencia del 80%. P 


Bomba 


3.92 bar 


|3 7,5 cm 


h = 45 


z 25 cm 


-Mercurio 


= 13,6 


Figura 4.29. 


Se determinará primero el caudal. Para ello se utilizarán las indicaciones del tubo 
de Ventur. conectado al sistema. Por las leyes de la hidrostática se deduce que 


P 3 ~P* = Hp a g (-ts.- 1) 

Pa 

Aplicando ahora el teorema de 
Bemoulli entre los puntos (3) y (4), 
se obtiene 

-El +J¿1 = Pa + yi_ 

y a 2 g y a 2 g 

de donde 

*z*-SÍ=£L mat ti ,, 

I» ¿ 8 Pa 


I D— 15 cm <¿=7,5cm 



U ¡ - = IgH (-Í2L- I). 

Pa 


Figura 4.30. 
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aplicando la ecuación de continuidad, se deduce finalmente 

.. 2 - , , Pm Pa 1 

u > = ~* li rf fcP T 

v con los valores numéricos dados se obtiene la velocidad. 


(J } = 4.55 m/seg. 


Pe donde, el caudal 


V, - * D 2 U 3 - 0.0802 nr’/seg. 

j, -f> 

Para determinar la potencia necesaria, se aplica ahora el teorema de Bernoulli 
generalizado. De acuerdo con los datos no se tomarán en cuenta las pérdidas, 
excepto dentro de la propia bomba, y entonces están incluidas en el valor de la 
eficiencia. Se tiene pues 


H m +PL+-^¡-=-^-+iÍ2- +h 

y 2g y 2 g 


El valor de U¡ se calcula inmediatamente por continuidad 

(/, =U 2 (0.15) 2 /(0.30) 2 = 1.135 m/seg. 

Falta calcular p { puesto que p 2 es dada directamente por la lectura de manó¬ 
metro. Utilizando la ecuación de la hidrostática, se tiene 


de donde 


Pt=P o 0.35 y a - 0.48 y m 


i- 1 = - (0.35 + 0.48 X 13.6) = 6.88 m. 

y a 


El valor de //„, se obtiene de la ecuación de Bernoulli ya escrita 


"« - 3 '%oo' 0 ‘ * +0 - 45 * 688 ü sr 

Luego la potencia que la bomba ha de suministrar al fluido es de 


lt' y \H m 9800 X 0.0802 X 48.32 = 37850 w 
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y por consiguiente, tomando en cuenta la eficiencia, la potencia nominal de l a 
bomba habrá de ser un valor no menor que 


D _ 37.850 
0.8 


47.4 Kw 


4.8 Flujo y pérdidas en orificios 

El flujo en un chorro que sale por un orificio presenta características 
especiales,como ya se ha visto (pág. 4-29). 

Además del fenómeno de la contracción, que condujo a la 
introducción del coeficiente de contracción C c , el chorro de un fluido 
viscoso sufre pérdidas de energía al pasar por un orificio, pérdidas 
que dependen también de la forma de éste. 

La manera más directa de medir estas pérdidas es de evaluar en 
cuanto se ha reducido la velocidad al atravesar el orificio, comparan¬ 
do el valor real \J r con el valor que tendría en el mismo punto la 
velocidad si el fluido fuera ideal. Se escribe entonces 

U r = C v U¡, (4-52) 


donde C v es el coeficiente de 
velocidad. 

Los valores de C c y C v para 
algunos orificios se indican a 
continuación. 



Figura 4.31. 
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Por Otra parte, las pérdidas en un orificio pueden también expre 
sarse en términos de la velocidad real de salida (J r por, (4-47) 



(4-53) 


-sta expresión tiene la ventaja de hacer intervenir las cantidades 
técnicamente más interesantes. Existen tablas de valores de Á P 
distintos orificios. Como K representa a fin de cuentas, pérdidas por 
fricción, lo mismo que C„, es claro que estos dos coeficientes están 
relacionados entre sf. ‘ 


Relación entre K y C„ 

Se hará una deducción lo más general posible suponiendo que aguas 
arriba del orificio hay un sistema conductor cualquiera (depósito 
otro tubo, etc.), con una altura total dada. 


", 



En términos del líquido real se 
expresa la ecuación de Bernoulli 
generalizada por 



1 2 



Figura 4.33 


En términos de la velocidad U¡ que tendría el finido si fuese ideal, se 
puede expresar la misma ecuación por. 


i / 2 n 


O 2* 


-+*-+*• 


donde se ha usado (4-52). 

Comparando estos resultados se obtiene, con y, r 2 


I +K = 



(4-54) 


que es la relación buscada. 
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Caudal por un orificio o boquilla 

Como lo indican los esquemas de la figura 4-32. cuando un chorro 
de fluido real sale por un orificio o una boquilla, se producen simul¬ 
táneamente pérdidas por fricción y una contracción del chorro. El 
caudal que sale es 


donde tanto U r como U¡ son 
los valores medios de la velo- 
cidád^en el chorro, y C d es el 
llamado coeficiente de caudal o 
de descarga. 


Figura 4.34 


Un depósito de nivel constante se vacía por un orificio conectado tal como se 
indica. Calcular la velocidad a la 
salida, conociendo el coeficiente de 

velocidad 0.87. Calcular también el _ 

caudal si el coeficiente de contrac- ""j” 

ción es 0.95. 8m —- _ n=in,™ 


Si H = 8 m, aplicando el teorema de 
Bernoulli como si el fluido fuera 
ideal, se tiene (Toricelli) 


Luego la velocidad de salida es 


El caudal será dado por 
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0-95 X 4 (°> 10 ) 2 X 10.9 = 0.0865 m 3 /seg = 86.5 Its/seg. 


Ejemplo 2: 

Hn el ejemplo 3 de la sección 4-5c (que trata de un vertedero rectangular ) 
calculó el caudal tomando el valor ideal de la velocidad 

s/2g(H - y\ 

Si se toman en cuenta las pérdidas por viscosidad del fluido la velocidad será 

u = C v y/2g(H - y). 
y por consiguiente, el caudal verdadero 


V = j C u C c by/2gH /2 
= ~C d b y/2gfl V2 
Un valor aproximado de C d para este caso es 0.62. 


(4-56) 


Ejemplo 3: 


Un depósito que contiene aceite industrial a presión suministra aceite mediante 


un tubo relativamente pequeño de diámetro D, que termina en una boquilla de 
diámetro a la salida d. Se supondrá 


que la presión p 0 en el depósito y el 
nivel H son mantenidos constantes 
para cualquier caudal. Si el coefi¬ 
ciente de pérdida en el tubo, desde el 
depósito hasta la boquilla es K, y si la 
boquilla tiene un coeficiente de ve¬ 
locidad C„ y un coeficiente de 
contracción C c , se pide: 

a) Encontrar la velocidad del 
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chorro a la salida y su energía ciné¬ 
tica, P or unidad de tiempo. 

b) ¿Para qué valor de d es esa 

potencia máxima? 

Escribiendo el teorema de Ber- 
n oulli generalizado entre ( 1 ) y ( 2 ), 


U 1 uJ LT 2 



D 






Figura 4.36. 


donde U t es la velocidad en la tubería y K b el coeficiente de pérdidas en la 

boquilla. 

Aplicando la ecuación de continuidad 


ü - - w v ‘ 


y la relación (4-54) 


se puede despejar la velocidad del chorro 


^(1 +K^— +- L - 1 )=— + H, 
2 g y D* C 2 ■ y 


U = 2 g 


ü-r 


v — \ i 2 

L Kd A /D*+ l lC v J 

La energía cinética del chorro por unidad de tiempo se puede expresar como 
d _*S. = U ' 2 = I pUAU 2 =}^ 3 C c jd 2 =P. 


y en el presente caso vale 


T p \ ir 


- + // \ 3 A 


+ Cl 
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El valor máximo de esta potencia, cuando d varía, se obtendrá igualando a cero 
la derivada de P con respecto a d. 

Para ello escribimos P según 


PP= f¡C c p[2g(~ + fP)] Í¡2 


(k (I a ID 4 + 4 -) 


de donde se obtiene 


z ¡ c.phttes +«]% 

[ U j úCT — 


Igualando a cero el numerador de esta expresión, se obtiene 

simplificando y despejando d se obtiene, finalmente, 


d A 1 d* 

K W cf - 3 ~W K - 


</2 KCl 

Ejercicios 

1. En el sifón que indica la figura se pregunta cuál es el caudal que circula, 
sabiendo que las pérdidas pueden ex¬ 
presarse como 

-r yinunmuijim 


Si la velocidad en el punto M es 0.1 U, 
se pregunta cuál es la presión en 
dicho punto, admitiendo que las 
pérdidas en el tramo AM son el 15% < Aire 

de las pérdidas totales. // cualquiera, 

D — 5 cm. 

Respuesta: I 1.5 Its/seg, 0.1 13 bar 
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2 ) En un vertedero triangular con 
'Ja ángulo en el vértice .% se supone 
q U e el coeficiente de contracción no 
depende del nivel del líquido. Deter¬ 
minar entonces el caudal en volumen 
en función de h. 


Respuesta. 


i. Un medidor de orificio consiste de un encogimiento brusco del diámetro de 
(inaMubería, tal como indica la figura. Si se miden las presiones antes (p,), y 
despulí (p 2 ), del orificio, determinar el caudal que pasa por la tubería, en 


función de un coeficiente de caudal 
C d , dado que D y d son conocidos. 

Respuesta: 




'¿fj La cámara de combustión de un 
motor de cohete es alimentada con 
250 Kg/seg. de ácido nítrico. Este 
ácido debe ser inyectado dentro de la 
cámara a través de 8 orificios de 
arista aguda colocados en anillo al¬ 
rededor de la cámara y que son 
alimentados por un único tubo prin¬ 
cipal. La caída de presión a través de 
los orificios es de 6.5 bar. bl peso 
específico relativo del ácido nítrico 
es 1.5 y se lo supone incompresible. 



Encontrar: 

a) I I diámetro de los orif icios y la velocidad de los chorros de ácido. 

b) Ll diámetro que tendrían los orificios si la entrada fuera redondeada. 


Respuesta a) 3.66 cm.; 28.8 m/seg.; b)2.86cm. 
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Q / U " P' St6n al cual 56 a P lica una fuer ^ constante A'actúa sobre un tubo con 
terminado por una boquilla. El área ° 0 

clel pistón esA p y la del chorro A c . 

Supóngase que el flujo en el tubo es I I 

permanente y sin pérdidas. Si el coe- [ 

fíciente de velocidad de la boquilla I 

es C„, se pregunta hasta qué altura V V-. 

subirá el chorro lanzado por la bo- / \ 

quilla, suponiendo nulas las pérdidas f / \ \ 

en el aire. (Densidad del fluido p). J / / 1 \ 1 


Respuesta: h = 


a pPS 





6 U figura muestra la sección de un vertedero rectangular de ancho b colo¬ 
cado en un canal tamb.en rectangular de ancho B. Se consideran las secciones 
(1) aguas arriba y (2) en el plano vertical del propio vertedero. Si se admite que 
n la sección (1) las lmeas de corriente son paralelas y horizontales, que^a 
uperficie libre es también horizontal hasta la sección (2) y que el efec’mde la 
viscosidad es despreciable, se pide- 





Admitiendo que la velocidad en la sección < 1) es uniforme e igual a ¿ . 


(velocidad de acercamiento), determinar el caudal V que fluye por el vertedero si 
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1 coeficiente de contratación C c es constante y si el coeficiente de velocidad 

C \y 

* S c ) si 1 m, B ~ 4 m., h= 3 m„ H = 0.60, C c = 0.60 y C„ = 9-98. 
desarrollar un método de aproximaciones sucesivas para calcular el caudal V . 

\r - r r h JTZ f H + \ % _ / V /2 

Hespu es t a: V C c C v b v-£ j (" ^8 ) l 2g J 


# 4.9 Flujo no permanente 

El tema de flujo no permanente o variable se tratará con varios 
ejemplos de un fluido incompresible. Su propósito principal será el 
de ó-irLe mayor significado físico al primer término de la ecuación de 
Bernoulli escrita según (4-29 ): 


f 2 dü 

J, d ' 


W ds * í T + T + sy, ’k + -J- +gy ' 


(4.57) 


4.9.1. Oscilaciones de un líquido en un tubo en U 
í 

Sea un tubo en U en el cual la 
parte curva es, por ejemplo, una —— — 

semi-cireunferencia de radio/?, 11 

y sean . —__ 


e y 2 

las alturas del líquido en cada 
una de las ramas, en un instante 
dado. 

La posición de equilibrio es 
evidentemente 

v = ZijLZl_, 

y° 2 


I-V-; 


Figura 4.37. 


y la longitud total de la columna líquida 

L = yi + y-i +n R 


Se va a aplicar la ecuación (4-57) entre los puntos (1) y (2) indicados. 
Como t/, = U 2 y p, = p 2 , se tiene 
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r 2 dU 

J x aT - ds g y* = g y i • 


Ahora bkn, U es constante sobre toda la línea de corriente que un 
(1) y (2). Luego U es únicamente función del tiempo 

U(t), 

y no depende de 5, la abscisa curvilínea tomada a lo largo de la lín* 
de comente mencionada. Dicho de otra manera, en la integral*™ 

ecuación anterior^- es constante con respecto a í. Luego 


~ds~Í¡¿ f S * = L M 
! dt 3 ? as L dT' 


y la ecuación resulta ser 


Si ahora se escribe que 


y se observa que 


dU _ g 

dt l v'i ~y *)• 


— L — TT R — y ly 


se obtiene la ecuación diferencial, para .y 2 , 

^y± + 2g „ _ W| _ /? 


dt ’ L 


+ r y2 - g (l — v J~) 


La solución es del tipo 


L R 

y2 = 2~ (l ~ n T )+A sen + ^ cosw„ ( , 




donde 
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eS la pulsación del movimiento oscilante. 

Para determinar las constantes de integración deben especificarse 
u nas condiciones iniciales. Por ejemplo, para t = 0 , supóngase que 


= y o - a ¡ 


d yz - = 0, con a < 
dt 


L - 7T R 


naturalmente. 


Entonces se obtiene A - 0. 


y 


A 

o sea 


de donde 



B=- a. 

Él movimiento queda, pues, definido por 

L R 

y 2 = y (1 -Jf j)-acosu„(. 

Se trata de un movimiento oscilante de amplitud a y período 



Figura 4.38. 
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4.9.2 Apertura de una llave en una tubería 


Sea una tubería de diámetro constante D y longitud L mi» » 
conectada a un depósito de nivel constante H. ’ ^ esta 



Si se abre bruscamente la llave conectada en el extremo de la 
tubena y se desprecia 1& velocidad del fluido dentro del depósito así 
as f perd , ldas P° r fricción, se pide encontrar la velocidad de 

salida en función del tiempo. u ae 

^De nuevo se aplica el teorema de Bernoulli entre los puntos (1) y 



Como í/j o, y, H, y 2 0, U 2 - U, se puede escribir 




IP 

T 


Ahora bien entre (1) y (!') la integral es nula, ya que í/ = 0 y 
entre (1 ) y (2), la velocidad U no depende de j: 

U= U( t ). 




dU 

dt 


Luego 
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la ecuación es 


I , dU _ U* 

1 dF ~ gH(] ~ 2gH ) ' 

Las variables se pueden separar, y se tiene 

r .y du ,— =dt 

1 ~ 2g H 

de donde, integrando 

% Ar e ,h-~--*C 

Si se toman como condiciones iniciales: t = 0, U = 0, se obtiene 
finalmente 


V= s/2gH th -j- 


(4-59) 


La variación de U hasta el valor límite \/ 2 g H se representa gráti- 
camente 



Figura 4.40. 


4.93 Vaciado de un depósito rectangular 

Un depósito se está vaciando. Encontrar la velocidad con que 
baja la superficie libre del líquido e n función de la altura y 
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el tiempo de vaciado total, si la 
altura del líquido en el instante 

t = 0 es H. 

Para resolver este problema 
considérese un instante cual¬ 
quiera t en que el nivel del 
Huido se encuentra a la altura y. 
El teorema de Bernoulli apli¬ 
cado a un flujo no permanente 
permite escribir 



Figura 4.41. 


U 2 , p 

T + 7 +»' - 


La presión en los puntos (1) y 
(2) de una línea de corriente, es 
la misma. Comoy 2 = O, se tiene 


V* f 

1 —\ 

— 1 — - 1 I 


~ 

Figura 4.42. 

( orno la sección es constante, la velocidad es únicamente función de 
(■' U - U (t ). Luego, integrando 


+ gy = 


( y 2 -y); 


es decir 


rr = gy + 


Por continuidad, se relaciona U 2 con U 


= VA 


donde C d es el coeficiente de descarga. 
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•La ecuación de Bernoulli se escribe, pues. 




L ecuación tiene todavía dos funciones U, y, y la variable in¬ 
dependiente /. 

Si se observa que 


dU _ dU dy _ y dU > 
dt ~ dy d t dy 

puesto que U = - -gp se puede escribir la ecuación anterior 


u 4 ^ + R-u* = g 

dy 2y 


con 

Esto es una ecuación diferencial no lineal de primer orden, con 

u= u (y), 

que se linealiza inmediatamente haciendo i — U 2 .Se tiene entonces, 
en efecto, 

z + j z = 2g 

La solución es pues conocida, pudiéndose escribir, en general, 

y, volviendo a la función U, 

u ‘ - ¡rb y * °y-‘ 

Dado que las condiciones iniciales de este problema son y =0, U = 0, 
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se concluye que C = 0, de donde 

U = 

Recordando ahora la expresión de £ se tiene también 

U = V2¡" A 

La velocidad de la superficie libre varía pues como la raíz cuadrada 
de la altura. 
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£1 tiempo de vaciado total es pues 



Ejercicios 

i Una llave de paso al final de un eleoducto se cierra de manera que la 
velocidad en la tubería varía de acuerdo con la expresión 


¿7 = 2(1— 0,5 f), m/seg 

V, 

donde t es el tiempo en segundos contado desde el inicio del cierre. 

¿Cuál será aproximadamente la presión al final de la operación en las inme¬ 
diaciones de la llave? Despreciar las pérdidas por fricción. 

Respuestas: 12.8 bar. 



2. Un depósito de nivel constante suple líquido de viscosidad despreciable, 
mediante un tubo en forma de tronco de cono, como indica la figura. El tubo está 
originalmente tapado y lleno de líquido y se destapa bruscamente. Si la velocidad 
en régimen permanente es U 0 , encontrar el tiempo necesario, después de quitar la 
tapa, para que la velocidad de salida alcance el valor V = rj U 0 donde 17 es una 
fracción dada y rj < 1. Expresar t en términos d e L lt L 2 , H, g, r¡. 


Respuesta: 


2 L 2 (¿ 2 - ¿,) 

y/2gH 


arg th 17 
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*4.10 Flujo no uniforme en una tubería 

Ya anteriormente se mencionó el error que se puede cometer al 
apl.car d teorema de Bernoulli a una tubería si no se toma en cuenta 
la distribución de velocidades dentro de ella. 



de velocidades 
Figura 4.43. 

En efecto, es necesario prever 
que la velocidad en las distintas 
líneas de corriente que forman 
un tubo, puede no ser la misma. 
El propósito de esta sección 
será mostrar, en el caso par¬ 
ticular de un Huido de densidad 
constante, cómo se puede 
aplicar el teorema de Bernoulli 
a una tubería rectilínea. La 
velocidad media es dada por 



Distribución uniforme 


Figura 4.44. 



Figura 4.45. 


J U - I rJJ 

ÚA = A \ dA ' 
<A> A J (A) 


( 4 - 60 ) 


entonces, escribiendo que para una línea de corriente, ( 4 - 29 ) 
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i fi«'*♦«£. +i-,,~í£. 


i r bU 

g J x 


ig y 


s e puede multiplicar por U dA, e integrar sobre la sección recta del 
tubo. Se tiene, entonces, 


1M 


^ ds dA + f £1 UdA 
dt 2 g 


(P-+v) UdA = const. 
7 


( 4 - 61 ) 



Figura 4.46. 


pbsérvese ahora en primer lugar, que si la tubería es recta, como se 
supuso, el término 


es constante para todo punto de la sección A del tubo. 

En efecto, al ser la trayectoria rectilínea, no hay aceleración 
normal a ella y, por consiguiente, de la ecuación de Euler, escrita en 
unos ejes intrínsecos, se concluye que 



Figura 4.47. 
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de donde 


n 9p 

U ~ _ añ ~ pg cos 9 


~~ + V eos 6 = — + y = const. 
7 7 


El término de la energía cinética se puede escribir, (4-61), 


í 

(A) J (i 


U 3 r/ 3 

^%-dA = a 

¿8 2g 


(4-62) 


si se define el coeficiente a según 


1 f í/ 3 

a_ J4 J í/ 3 

^ m 


(4-63) 


De esta manera se toma en cuenta el tipo de distribución de velo¬ 
cidad en la sección del tubo. En cuanto al término no permanente se 
tiene 


- “í J j^ Ads , 

(A i ^ 


de donde definiendo un coeficiente 0 tal que 




IJ 2 I /2 

Vf-dA = fiUf-A, 


(4-64) 


¿ dA ' 


(4-65) 


se tiene 


JJ7‘ * c//1 = Tf J 13 ^ = M J*-a- í/.v 


(4-66) 


El teorema de Bernoulli se escribe entonces 
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^P A V m ds + a A + (-£- + y ) U m A = const. 

de donde 

¡ 0 j~ b ^ t m - d s + a + -y- + y = const (4-67) 

Los coeficientes a y p se pueden calcular una vez por todas para una 
distribución de velocidades dada. Sus valores varían entre 1 y 2 para 
las distribuciones más corrientes. En el caso de una distribución 
uniforme a = 0 = 1. 

Ejercicios 

1. La distribución de velocidades para un flujo laminar en una tubería es 

-M*-(*)’] 

Determinar los factores de corrección 
ay P que intervienen en la ecuación 
de Bernoulli. ( 

Respuesta: a = 2. 




2. La distribución de velocidades 
para un flujo turbulento en una 
tubería puede aproximarse , bajo 
ciertas condiciones, por la fórmula 



Determinar los factores de corrección 

ay p. 



Respuesta: a 1.058; 
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3. Para un flujo altamente turbulento ( R e > 10 s ) la distribución de velocidades 
en una tubería es dada por 


u 

^ m ax 

donde y es la distancia a la pared y 
factor de corrección a para este flujo. 

Respuesta: a = 1.035 


) 4 

R el radio de la tubería. Determínese el 


CAPITULO 5* 


Flujo irrotacional 


* 


V 

"~0 


5.1 Introducción 

COMO se ha visto, el estudio del movimiento de un fluido ideal 
limitado a una sola dimensión ha permitido encontrar una relación 
entre presión y velocidad a lo largo de una línea de corriente y por 
ende, de un tubo i^e corriente. Este resultado conduce a responder 
ciertas preguntas de tipo práctico que se presentan en el flujo de un 
fluido en tuberías, y en esencia proviene de que se puede encontrar 
una integral de la ecuación de Euler a lo largo de toda línea de 
corriente. 

Pero no cabe duda por el flujo unidimensional no abarca todos 
los casos de movimiento de un fluido ideal. Basta pensar en el flujo al¬ 
rededor de un ala de avión o en la caída del agua por un aliviadero 
para darse cuenta de sus limitaciones. Por otra parte, los casos que se 
acaban de plantear tienen las siguientes características: primero las 
trayectorias y líneas de corriente seguidas por el fluido no son cono¬ 
cidas a priori, como lo eran en el caso de un flujo unidimensional, 
segundo, como todo caso real, se trata de fluidos viscosos. 

La primera observación es equivalente a decir que el problema 
completo del movimiento del fluido consta ahora de cuatro in¬ 
cógnitas, a saber: las tres componentes u x , u y , u z , de la velo¬ 
cidad y la presión p, en el caso de un fluido incompresible. 
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En esta situación y supo¬ 
niendo además, como se ha 
hecho hasta ahora , que el 
fluido no es viscoso, se tiene un 
número suficiente de ecuacio- _. 

nes para determinar, en prin- figura 5.1. 

cipm las cuatro incógnitas mencionadas: las tres ecuaciones de Euler 
(4-7) y la ecuación de continuidad, 



d “x + ?>u y 
dy 



(5-1) 


El tema del capítulo presente es justamente ver cómo y cuando se 
puede integrar este sitema y hallar respuesta al problema planteado. 

L>ueda mientras tanto por discutir el alcance y la importancia de 
las suposiciones hechas anteriormente. 

Una hipótesis importante es que el fluido es incompresible. Su 
único proposito es el de hacer el problema más sencillo para empezar 
pues equivale a suponer que la densidad p tiene un valor conocido 
de antemano y fijo. El estudio detallado de los fenómenos asociados 
con la compresibilidad se hará en capítulos subsiguientes. Cabe ob- 
servar sin embargo que esta limitación no. elimina el estudio del flujo 
alrededor de un ala de avión por ejemplo. En efecto, según se verá 
también, cuando las velocidades son relativamente bajas esto es 
bastante por debajo de la velocidad del sonido, los efectos de com¬ 
presibilidad son despreciables en primera aproximación. 

La otra suposición importante que se hace al usar las’ecuaciones de 
Euler es la de un fluido no viscoso. Aunque esta hipótesis se levan¬ 
tará también más adelante, conviene discutir aquí qué aspectos 
tísicos implica, con el objeto de mostrar cómo los resultados del 

capitulo presente pueden ser de gran utilidad, incluso para un Huido 
real. 

Es necesario decir desde ahora, que el movimiento de un fluido 
viscoso solo es conocido exactamente en un número muy limitado de 
casos. Ello proviene, sin ir más lejos, de que las ecuaciones que rigen 
tal caso no son lineales y son más complejas todavía que las de Euler. 
or esta razón lo que se trata de hacer es de proceder por aproxi¬ 
maciones sucesivas: la primera de ellas consiste justamente en su¬ 
poner el Huido sin viscosidad alguna, esto es, suponer un fluido ideal; 
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la segunda aproximación es la llamada teoría de la capa limite, que 
consiste en postular que la 

viscosidad se hace sentir, para 1 _^ 

relativamente altas i_rd 


velocidades 

sólo en la vecindad inmediata 
¿e las paredes que limitan el 
flujo del fluido. Esta hipótesis 
de trabajo ha sido confirmada 
experimentalmente de manera 
completa. La imagen que uno 
puede tener del movimiento de 
un fluido viscoso, es pues la de 
un fluido frenado fuerte¬ 
mente en sus contornos, en una 
zona más o menos estrecha, 
llamada capa límite y de un fluido prácticamente ideal lejos de esas 
paredes. 

Así pues, el estudio del flujo al rededor de una esfera deberá 
hacerse por así decir en dos etapas: 


Capa límite 


Estela 


Capa límite 


Flujo ideal 


Figura 5.3. 

primero se estudiará el flujo del fluido, supuesto ideal alrededor de 
la esfera, y después, se entrará a estudiar los efectos viscosos en la 
estrecha ha capa limite al rededor de la esfera, y sus consecuencias, a 
saber, la formación de una estela turbulenta aguas abajo, detrás del 
objeto. 

Como se ve, los resultados obtenidos usando el modelo de un 
fluido ideal son ciertamente correctos en primera aproximación, pero 
han de ser corregidos grandemente para conducir a resultados com¬ 
probables experimentalmente. 
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5.2 Flujo rotacional y flujo potencial 


Las ecuaciones de Euler 


bu y , . bu v 

-y*- + U x — 5 -^ + U v 

bt * 3.v y 

bu z bu z 

bt U * bx~ + Uy 


h U 1 “*- - 1 d P | r 

1 bz p bx 

bu v 1 bp _ 

“•"a*—p aT + Cy í- 

u = - 1 r 
1 az £ aT + 


y la ecuación de continuidad (5 - 1) ya mencionada, permiten, en prin¬ 
cipio, determinar el movimiento de un fluido ideal en cualquier caso. 
En realidad las cosas son mucho más complicadas ya que, en general, 
a estas ecuaciones no se las sabe integrar. La dificultad esencial pro¬ 
viene de los términos de la aceleración convectiva u r 4-^-, ... etc 

bx 1 

que no son lineales. Y no existen en matemáticas, métodos generales 
para resolver este tipo de ecuaciones no lineales. 

Por esta razón conviene hacer, entre todos los movimientos posi¬ 
bles de un fluido ideal, una distinción de tipo cinemático que ha dado 


grandes frutos. Se trata de separar aquel 
cuales, en cada punto, 

Rot u = V X « = 0, (5-3) 

de aquellos donde esta pro¬ 
piedad no se cumple. 

Recordando que, cinemática- 
mente, la rotación de un 
elemento de fluido que se de¬ 
forma al moverse, es medida 
por, (3- 40), 


u = ^ V X w , 


os tipos de flujo para los 



Figura 5.4. 


se ve que si 


V X ü = 0, 


el flujo se puede llamar irrotacional con toda propiedad. Si en cam¬ 
bio. el fluido se mueve de manera tal que, en un conjunto de puntos 

V X iT # 0, (5-6) 

se dice que el fluido es rotacional. En este capítulo se estudiará 
solamente el caso particular , pero muy importante de un flujo irrotu- 
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.¡onal. Se verá cómo entonces, se logra integrar, por lo menos en 
parte, el sistema de ecuaciones (5 1 ) y <5 2) y obtener así la des¬ 

cripción de flujos que se pueden realmente observar en la naturaleza. 

Una de la primeras consecuencias de un Ilujo irrotacional ha sido 
ya considerada en el capítulo 3. Si 

V X « = 0. 

S e puede definir una función (.w.yz), llamada potencial de 

velocidades , tal que, (3 49) 

U - v<£. (5-7) 

de forma que una sola función p. una vez encontrada, permite deter¬ 
minar las tres componentes u x , u y , u z . (3-48). 


bp 

u x = ~- 
x 3jc 


bz 


Por esta razón un flujo irrotacional se llama también flujo poten¬ 
cial. 

Ahora bien, si además se utiliza la ecuación de continuidad (5-1) 
ya que el fluido es de densidad constante, se encuentra la condición 
que ha de cumplir ip en todo punto del campo del flujo: 


+ ^ = 0 . 

bz 2 


Así pues el problema de encontrar la distribución de velocidades 
en un flujo irrotacional queda reducido al de resolver la ecuación de 
La nía ce nara dentro del recinto ocupado por el fluido. 


La importancia enorme de este resultado proviene de que esta 
ecuación es lineal, y que como tal, permite la superposición de solu¬ 
ciones. Así, si <p, y son soluciones de (5 9), la función + 

, también lo será. Esta propiedad casi nunca se produce en 
mecánica de los fluidos, de ahí el gran desarrollo alcanzado por la 
teoría de flujo potencial. 

Por otra parte la solución de (5—2) y (5—9) en casos concretos 
puede presentar todavía grandes dificultades. Por ello se han desarro¬ 
llado varios métodos, aplicables según las circunstancias. Se pueden 
mencionar los métodos analíticos, gráficos, por analogía, numéricos, 
etc. En el presente capítulo se dará una introdución breve a los 
métodos analíticos pues son los que mayor luz arrojan sobre la natu¬ 
raleza del flujo potencial, siempre y cuando sean aplicables. 
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5.3 Teorema de Bernoulli 

Suponiendo que el campo de velocidades de un flujo potencial se 
conocido, por el procedimiento indicado en la sección anterior m, e 
da todavía por averiguar la presión en el seno del Huido en moví' 
intento. Para ello se recurre a la ecuación de Eider e integrándola 
debidamente, a un nuevo teorema de Bernoulli. de contenido distinto 
al obtenido en el capítulo 4 

En electo, ahora el flujo es irrotacional. La aceleración se puede 
pues escribir 

3« . _ _ 3ü U 1 

a = + u -vu = —y + V -uXVXii 


recordando (5—5). 

Si además se suponen las fuerzas de campo conservativas, G = 
-- V Í2.la ecuación de Euler toma 

la forma -- 

5T + 7 r = 7 í ''-™ 

Considérese ahora una trayec- s^X' 

toria de integración cualquiera yy' 

entre dos puntos A y B del cam- p T/' 

po de flujo, no necesariamente xV' 

sobre la misma línea de co- yf 

rriente. / 

Figura 5.5. 

Sea dr una diferencial de arco sobre la misma trayectoria Multipli¬ 
quemos por dr 


du U 1 

W d * 7 T 


•dr - yn-di Víi-dr 
P 


(5 12 ) 


Observando que para cualquier función escalar se tiene 


VSl-dr 


(5-12) se escribe 


t 3 u 

Jar.’" 

r da 
J at ‘ 


é g * 


(5 13) 


díl 0 


+ 521 Ü. (5-14) 
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L variación de la expresión entre corchetes, a lo largo de cualquier 
trayectoria entre los dos puntos A y B es nula. Su valor, en un instan- 
* r dado es pues constante. Cabe sin embargo la posiblidad de que 
|® e ta “constante” sea función del tiempo. Se tiene entonces el teore¬ 
ma de Bernoulli , _ 


jiH. . dr + ^- + ^+ n = B(t). 


(5-15) 


Si el fluido es incompresible. 


( ¿ü .dF + í + P + Í2 = B(t) 

Jar 2 p 

Potencial de velocidades. El teorema de Bernoulli se puede escribir en 
términos del potencial y 
En efecto, 

B j FT’ dF " j" —ir j ^ = Tí'' 


Luego. 


If + W + 


+ 52 = Bit). 


(5-16) 


Este teorema se aplica en forma similar al caso unidimensional. Si el 
flujo es permanente, el fluido incompresible y si el campo de fuerzas 
es el gravitatorio se tiene 


7T + x + «-»' 1 * +-T + »'* 


(5-17) 


Volviendo ahora al problema general, se ve que al haber encontrado 
cómo determinar la distribución de velocidades y las presiones en un 
flujo irrotacional el problema planteado inicialmente está, en prin¬ 
cipio, resuelto. Para alcanzar efectivamente algunas soluciones de 
tipo analítico se introducirán algunos conceptos adicionales. Después 
se procederá a la presentación de varias soluciones elementales, por 
el método analítico. 


5.4 Noción de circulación 

Un concepto útil en el estudio del movimiento de un Huido es el 
de circulación. Si se considera el campo de velocidades y se 
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toma una curva cerrada cual¬ 
quiera C en su seno, se llama 
circulación a la cantidad, 



U ■dr 


(5-18) 


Como se observará ésta es una 
cantidad escalar de estructura 
similar a la de trabajo de una 
fuerza sobre un recorrido cerrado 



Figura S.6. 


La propiedad fundamental de esta cantidad es proporcionada por 
el teorema de Stokes del análisis vectorial. 


Supóngase que una región 
simplemente conexa del campo 
del flujo, se toma una superficie 
de control no cerrada A y que 
se llama C la curva que le sirve 
de borde. 

Entonces se tiene, como es 
sabido, 



u 'dr = 


í V X U'i 
J(A) 


(5-19) 



y en el caso de un flujo potencial, recordando (5-5). 

T = <j) c U'dF = 0. (5—20) 

Así pues, la circulación calculada en una región simplemente conexa 
de un flujo potencial es siempre nula. Tendremos oportunidad más 
adelante de comprobar esta propiedad. 


5.5 Flujo potencial plano 

El caso más sencillo de flujo potencial es el bidimensional. esto es, 
cuando el movimiento de un fluido se produce paralelamente a un 
plano, de manera que la tercera dimensión no entra enjuego en nin¬ 
guna de las ecuaciones. Entonces vienen a concurrir dos conceptos 
fundamentales ya conocidos: Por una parte, al ser plano el movi¬ 
miento se puede definir una función de corriente (3-21 ) que describe 
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, :1S líneas de corriente, y por otra, al ser el Ilujo pote 
:j a d está determinada por el potencial c 1A - ' *■ 

El flujo puede entonces ser descrito por dos tamil.; 

saber: las líneas de corriente y 

jas líneas equipotenciales. I slas tquipotenci 

curvas se cortan ortogonalmen- 
tc en todo punto, ya que la 

velocidad es tangente a unas / \ 

^ 3 - 3 ), y perpendicular a las \ 

otras, (3 51). \ \ \ ú 

En cuanto a las componentes \jML-_-4 —" 

de la velocidad, son dadas en ! 

coordenadas cartesianas, (3-48) \ \_I __ 

y (3-46), por T * 


ncial. la velo- 


is de curvas a 


Figura 5.8. 


= (5-21) 


Estas relaciones están a la base del estudio del presente tema 

mediante la teoría de variable compleja. Para el‘ 

considerado, han de permitir determinar * conocida * y vice-versa. 

Ya se ha visto ctue <p satisface la ecuación de Laplace. Asi mismo, si 
se escribe que V X u — 0, esto es 


bll y bU X _ Q 

9x by 

en el caso plano, y se sutituyen u x , u y en términos de 4/ se tiene 


b 2 \p a 2 'P _ q 

bx^ a.v 2 


(5-22) 


Ambas funciones * y ó son pues armónicas. Debido a (5-21) se las 

llama armónicas conjugadas. 

A causa del uso frecuente que haremos dé las coordenadas polares 
conviene encontrar también las ecuaciones básicas del tlujo potencial 
en dicho sistema de referencia. Algunos de los resultados se dejaian 

como ejercicio. 

Así por ejemplo si * = * W > la función de comente en 
coordenadas polares, se ha de tener, en todo punto del i lujo 


!p (r, 6)= \¡/, (x.y ) 

esto es, el valor de ó es el mismo en un punto dado, ya se nuda su 
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posición en coordenadas cartesianas o en polares. Por costumbre se 
elimina el subíndice de y se escribe 

- $ (r, 0) = \¡> (.v.v). (5-23) 

entendiéndose que la relación funcional en polares y en cartesianas es 
distinta, pero que el valor de \¡/ es el mismo. 

Entonces los componentes de la velocidad son dadas por 


1 9 \p d\p 

r 90 V dr 


(5-24) 


Para demostrar estas relaciones, se razona como sigue. Haciendo un 
dibujo de la velocidad en un punto, y de sus componentes en ambos 
sistemas, se ve que se tiene 


u r = u x eos 0 + u y sen,0, ¡ 
Uq - u y eos 6 — u x sen 0, J 


(5-25) 


1 T /7| 

l\ 

/ 

i ¡y /i 

l \ 

/ 

y /[ \ 


fu r 

i ■A \ Á 

k 

i 

U<A 


1 

1 i-j 

i 0 

/ 

“x 


1 

1 

1 

1 

l 


_ x_ 


Ahora bien 


Figura 5.9. 


_ 9 1 p _d\p dr dip d6 

Ux dy dr dy ~dB ~9y ’ 

d\p = _ 9 ^ _ do_ 

dr dx 9 8 9jc 


(5-26) 


y recordando las fórmulas de cambio de coordenadas de cartesianas a 
polares 


' x = r eos 0 . . 

, o bien 

{ y = r sen 0 


r = -Jx 2 + y 2 j 
„ y (5-27) 

9 = are tg - . J 
x 


se tiene 


dr 

- 5 — = sen 0 ■ 
9 v 


= eos 9 
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d 9 = COS 9 

Tv r 


dO _ _ s en 6 
ITx r 


Llevando estos valores en u x y u y . 


“«- ff sen# + w r cos9 
7 + r sme - 


y por consiguiente 

sen» cosí + r §£ cos ’'* - sf sen 9 cos 9 + r I? " 

i_ 

_ r 90 

+ i sen#co S «- JÍW9 -f| Fénicos» 


= - d J-. . ( -ü.* 

9r u v 

De la misma manera, el lector comprobará que 


Me CcO J 4A 
-U r ócv? .Q. - ^4* 


Ur ~ d7 ’ U 0 r 90 


1 9>f 


(5-28) 


Finalmente, tanto ( r, 0) como \p (r, 0 ) satisfacen la ecuación 
Hp t anlarp en coordenadas polares. 


5.6 Flujos simples 

Se llama así a los flujos generados por ciertos entes más o menos 
abstractos tales como fuentes, sumideros, vórtices puntuales, etc. que 
se definen con el objeto de encontrar la expresión matemática de 
distribuciones de velocidades sencillas. Estos flujos, superpuestos, 
conducen a otros flujos, mucho más interesantes para la ciencia y la 
técnica. 


5.6.1 Flujo uniforme 

Se llama así, como es sabido, a un flujo permanente que tiene la 
misma velocidad en todos los puntos. Tomando los ejes como se 
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indica, se tiene pues 


u x = U 
it y - 0. 


(5-29) 


H potencial de velocidades será 
pues tal que 




o sea 


Figura 5.10. 



( 5 - 30 ) 


si se conviene que para x = 0, # = 0. 

Las líneas equipotenciales son rectas paralelas al eje 0, . Asi¬ 
mismo de la 1 unción de corriente se deduce que 


u x = b JL = 3JL.= u 
dx dy u 


o sea 


P = U y. 


( 5-31 ) 


si se conviene también en que p = 0 para y = 0. 

Por supuesto tanto <p como p satisfacen la ecuación de Laplace. 

Lste primer ejemplo es probablemente la mejor oportunidad para 
hablar sobre las condiciones de contorno en un Huido ideal. Su¬ 
póngase que el eje O* se coloca un contorno, o sea, en este caso una 
pared horizontal que soporta el fluido. Ello es posible porque la 
velocidad del Huido no tiene componente normal a la pared. Esto es 
evidentemente una condición que siempre habrá de producirse. En 
cambio si hay movimiento tangencialmente a la pared En efecto 
como el Huido no tiene viscosidad, sus distintas capas se mueven 
libremente sin interferir unas con otras, y “notes importa” por así 
decir, si al lado hay otra capa líquida o una pared inmóvil. Esto 
aclara porqué un Huido ideal puede tener una velocidad cualquiera 
en contacto con una pared. Un estudio más riguroso se hará al hablar 
de Huidos viscosos. 

Para terminar con el ejemplo actual, se determinan ahora las ca- 
lacteristicas del 1 lujo uniforme en coordenadas polares. 
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£1 potencial de velocidades y la función de corriente son evi- 
den temente 


= U r eos 0, 
4/ - U r sen 0. 


(5-32) 


Luego las componentes de la velocidad 


1 9 dp ,, a 

Ua = — -r— = - --=-(/ sen 0. 
9 r 90 br 


(5-33) 


5.6.2 Fuentes y sumideros 

Se llama Hujo de una fuente o manantial a un Hujo plano en el cual el 
fluido se mueve como si todo él surgiese de una sola línea, perpendicu¬ 
lar al plano, y que se reparte por igual en todas las direcciones. 

El concepto de fuente es naturalmente la idealización de un Hujo 
que pudiera realizarse aproximadamente con un tubo que fuera per¬ 
diendo líquido por toda su superficie lateral. Su interés principal es 
que da lugar a un flujo simétrico sencillo y que conduce a soluciones 
de la ecuación de Laplace que podrán ser utilizadas como elementos 
de superposición para obtener flujos más complejos y más “reales”. 



i 


Figura 5.11. 
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Si se supone la fuente colocada en un origen de coordenadas y si 
esta tiene un caudal por unidad de ancho de X, la velocidad a una 
distancia r del centro será dada por d 



(5-34) 


u 6 = °- (5-35) 

Estas relaciones permiten calcular las otras características del flujo 
El potencial de velocidades es tal que 



X 

2 nr ’ 


luego 



y la función de corriente 


(5-36) 


de donde 


i —'t. = ^ 

r dd 2 irr 



(5-37) 


Se puede verificar que y y ^ son soluciones de ecuación de Laplace. 
Esta comprobación debe hacerse para todas las soluciones que se 
encuentren en este capítulo. 

Por otra parte, cuando la fuente en vez de suplir fluido lo absorbe 
se llama un sumidero. Las características del flujo debido a un su¬ 
midero se obtienen cuando se da a X valores negativos. 


5.6.3 Doblete 

Una de las primeras aplicaciones de la posibilidad de superponer 
soluciones de la ecuación de Laplace, resulta ser la superposición de 
los flujos de una fuente y de un sumidero., adecuadamente definidos. 
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Sean en efecto, una fuente y 
un sumidero, ubicados como se 
indica, a una misma distancia a 
¿ e un origen 0 de coordenadas. 
Sea P un punto cualquiera del 
campo del flujo. El valor del 
potencial <t en ese punto, que 
corresponde al flujo resultante 
de la presencia simultánea de la 
fuente y del sumidero, se ob¬ 
tiene por superposición: 


\y Pir.e) 



Figura 5.12. 


<¿>3 = 'P\ + 'Pl ~ l ln r ' In Kl 1 

= * i/„ ( r 2 + a 2 + 2 ra eos d) ¡2 - ln ( r 2 + a 2 -2 ra eos 9 ) l/2 ]. 
2u 

Ahora bien el flujo que se quiere buscar va a ser un caso límite. A 
saber, el flujo que se obtendría si la fuente y el sumidero se acercasen 
al mismo punto 0, de la misma manera, y en forma tal que el flujo 
resultante tuviese sentido físico. 

Para ello se concibe que a es una cantidad pequeña frente a r, y se 
escribe 


[( „ (l+ i£í°í* ) + ,„(«•’+*’>-i» 


— ln (r 2 + a 2 )]. 


Simplificando y recordando el desarrollo en serie de ln (1 + x) 



se tiene, despreciando los términos a una potencia superior a la 
primera, 

X 2 ra eos 6 

_ ^4tT “ r 2 +a' 1 


Ahora bien, si en esta expresión se hace tendera a cero, se obtiene <p 3 
= 0, como sería de esperar puesto que fuente y sumidero se confun- 
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den. Pero supóngase que la intensidad X de ambos crece mientras se 
acercan, de manera tal que 

X a = const. 

Entonces se obtiene un límite no nulo, esto es 

= lím Xa 4 r eos 6 _ eos 0 
°* ° ~47T ~FT^ - x ~ ’ 

X a = const 

donde 


La función así obtenida es una solución de la ecuación de 
Laplace, como se puede comprobar fácilmente. Por consiguiente 
representa el potencial de velocidades de un nuevo ente llamado 
doblete, en recuerdo de su origen como situación límite de una 
fuente y de un sumidero. La cantidad x es llamada la intensidad del 
doblete. 

Conocido el potencial de velocidades de un doblete 


v - X 


X * 2 + y 2 


(5-38) 


se puede determinar las componentes de la velocidad y la función de 
corriente: 


_ jb _ eos 8 _ 1_ 3 \p 
Ur dr X r 2 ~ r dÓ 


.. _ 1 sen d d\Js 

6 r dO x r 1 Tr 


(5-39) 


y por consiguiente 


, sen 6 

“X —¡rr= -x 


y __ 

x 2 + y 7 


(5-40) 


Las líneas de corriente son fáciles de determinar. En efecto si \p = 
const. , se ve que la línea de corriente tiene por ecuación 


x 7 + y 2 + 2L y = 0. 


(5-41) 
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,n es. se trata de circunferencias que pasan por el origen y están 
CS , gradas en el eje Oy.Asimismo, Jas líneas equipotenciales son cir¬ 
cunferencias centradas sobre 0.x. y que pasan por 0. 



Figura 5.13. 


5.7 Flujo alrededor de un cilindro 

La aplicación más importantes de los conceptos anteriores conduce al 
flujo potencial planode un Huido ideal incomprensible alrededor de 
un cilindro circular, colocado con su generatriz perpendicular a la 
dirección general del flujo. 

• « .1 n. . t n n ■ mn O A _ 


En efecto, basta para ello superponer el flujo debido a una co¬ 
rriente uniforme U 0 y el de un doblete. 



Figura 5.14. I 
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El potencial de velocidades y la función de corriente son entonces 


<p = U 0 r eos 9 + x 


(5-42) 


\¡/ = U 0 r sen 9 - \ 


(5-43) 


Éstas expresiones permiten hacer un estudio detallado del flum 
En particular se va a mostrar que una de las líneas de corriente re¬ 
sulta ser una circunferencia. 

Considérese en efecto la línea de corriente que corresponde a é = 
0. Se tiene y 

0 = (U 0 r — --) sen 9 

y se ve que el lugar geométrico de los puntos que satisfacen esta 
condición esta constituido por 

Si sen 9 = 0 + 6 =.0 ó 9 = ir : el eje 0 X positivo o negativo. 

^ ^o 1 r 0, r — -jj , esto es, una circunferencia de radio 
r ° = ^fl centrada en el origen. 



Figura 5.15. 


Las demás lineas de corriente tienen una forma dada, en coor¬ 
denadas polares, por la ecuación (5.43), e indicada someramente 
en la figura. Se ve pues, que dando al doblete una intensidad ade- 
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a da queda determinado un flujo potencial con una línea de co¬ 
menté circular, del radio deseado. Inversamente, si se pregunta por 
n flujo potencial que tenga una línea de corriente circular de un ra- 
¿jo dado r 0 , se lo puede obtener inmediatamente al dar el doblete 
un a intensidad 

X= U 0 r 2 0 (5-44) 


c n el caso de un fluido ideal, la presencia de una pared que tuviera la 
forma exacta de una línea de corriente no alteraría en nada las demás 
líneas de corriente y otras características del flujo. Por consiguiente 
el flujo potencial dado por 

(5-45) 
(5-46) 

donde se ha usado (5.44), representa el flujo de un fluido ideal al¬ 
rededor de un cilindro circular de eje perpendicular a la dirección 
general del flujo, cuando en el infinito, esto es, muy lejos del 
obstáculo, el flujo es uniforme. 

La distribución de velocidades se obtiene inmediatamente 


v? = U 0 r eos 9 + U 0 r 2 C °^ ^ = (r + ~y~) eos 9 , 
+ = U 0 r sen 9 - U 0 r 2 0 = (r-^f) U 0 sen 9 


Üf * (l )t; ° cosí * F W ' (5 ' 47) 




(5-48) 


Conocida la velocidad en cada punto, el teorema de Bernoulli per¬ 
mite encontrar la distribución de presiones en todo el campo del 
flujo. Para ello se lo aplica entre el punto en - »ó + «> > esto es p = 
Po y U= U 0 , y un punto cualquiera del flujo, de coordenadas r, 6. 


Se tiene 



si se desprecia el efecto de la gravedad. 
Ejemplo 1: 


. _ ¿0 
O &' 


' 

s bQ 





Determinar la distribución de velocidades y de presiones sobre un cilindro co¬ 
locado perpendicularmente a un flujo uniforme, suponiendo el fluido ideal. 
Representar p = p (9) gráficamente. 




Figura 5.16. 


La representación gráfica de p = p (0) S e puede hacer sobre unos ejes cartesia 
nos o también según es la costumbre en estos problemas, sobre la propia superfi¬ 
cie, llevando los valores de p-p 0 perpendicularmente a ella. En el caso presente 
>e obtiene una figura llamada bulbo de presiones, por su forma. 

Los puntos A y tí son puntos importantes del cilindro. El primero se llama 
punta Je estancamiento , pues es donde el fluido “choca” con el objeto, en este 
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Figura 5.17. 


caso el cilindro, y se detiene: u r = 0, u g = 0. La sobrepresión en este punto tiene 
el valor máximo positivo. 


1 rr 2 
P - Po=k PU 0 


(5-51) 


y se llama presión de estancamiento. Es una cantidad característica del flujo y 
es utilizada a menudo como magnitud de referencia. 

El punto B. aunque teóricamente en iguales condiciones que el A, no tiene la 
misma importancia, pues estando aguas abajo del objeto, las condiciones del flujo 
han resultado ya muy modificadas en un caso real, por la presencia de la viscosidad. 

Se observarán los ejes de simetría y se comprende que la resultante de las fuer¬ 
zas de presión sobre el cilindro ha de ser cero. Esta simetría no existe en realidad 
debido a los efectos viscosos como se verá más adelante. Fue d’Alambert el que 
primero señaló la contradicción que suponía el concluir que la fuerza neta sobre 
el cilindro era nula. Esta paradoja, que lleva su nombre, queda levantada cuando 
se toma en cuenta la viscosidad. 


5.8 Vórtice libre 

Otro flujo simple que habrá de ser utilizado en próximas superpo¬ 
siciones se obtiene a partir de la y la de una fuente, cuando se 
definen unas nuevas funciones 

ifi ~ A0, (5.52) 

\p = -Alnr, (5.53) 

donde A es una constante. 
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Estas dos funciones satisfacen evidentemente la ecuación de 
Laplace, y además cumplen con las definiciones 

.. _ _ 1 d\p 

r a r r be 

(5.54) 

Un = L 

U t r be JF 

De ahí los signos escogidos. Por consiguiente representan un flujo 
potenciaI en todo el campo, salvo quizás para r = 0 donde no estár 
definidas. 



I 


Figura 5.18. 

El campo de velocidades es 

u r = 0 



esto es, el flujo no tiene componente radial y las líneas de corriente 
son circunferencias concéntricas, con la velocidad u a , inversamente 
proporcional a la distancia al centro. 

La propiedad característica de este flujo se obtiene al calcular la 
circulación a lo largo de una línea de corriente cualquiera. 
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Se tiene 


de donde 


r =<£ü-c/r= j" 2,r U 6 r de = A 2n (5-55) 


A = T 

2n 


(5-56) 


Cabe hacer las siguientes observaciones sobre este resultado: La 
circulación sobre una línea de corriente cualquiera da una misma 
constante. Esto es, el valor T es una propiedad característica del 
nu jo Además el hecho que T *■ 0 pone de relieve la singularidad 
mencionada en el origen. En efecto es fácil de ver que si se calcula la 
circulación sobre una trayectoria que no incluya al origen, se obtiene 
cero Se dice entonces que hay un punto (o mejor una línea) de 
verticidad en el origen y el flujo obtenido corresponde al llamado 
vórtice libre. 

En términos de la circulación r, se tiene pues, para un vórtice 

libre, - 

, = (5-51) 

Y 2n 

r ¡ ~ f , \ iffty VjCf'L e CQ\ 

(P = In r, < (5-58) 

-A2ir cálvelo 


o sea una velocidad definida por 


. o'o 


u 0~ 2v r ’ Ur °‘ 


(5-59) 


5.9 Flujo alrededor de un cilindro con circulación -v I ' 

Utilizando de nuevo la propiedad de superposición, se puede ahora 
“construir” un flujo potencial alrededor de un cilindro donde la 
simetría haya sido rota, dando lugar así a una tuerza neta. 

Sea en efecto el flujo que se puede definir superponiendo el tlujo 
ya estudiado sobre un cilindro de radio ro , con el flujo debido a un 

vórtice girando con las agujas del reloj. 

El potencial de velocidades y la función de corriente serían en este 


* = (r + —) (Jo eos 6 - 


(5-60) 





(5-61) 



I 



Figura 5.19. 


^ Üg T Indica la forma de ,as Kneas de corriente definidas por 
(6.61). De interés especial resultan aquellas que presentan un punto 
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de estancamiento y que corresponden a o ■ Una manera fácil de 
determinar la posición de estos puntos es de estudiar la velocidad del 
fluido (recuérdese que es ideal) sobre el cilindro. 

Haciendo r = r 0 , se tiene 

«, = 0 r 

Uq — —2 Uo sen 6 — ~ 

como expresión de esta velocidad, y se ve que los puntos de estan¬ 
camiento (u 0 = 0) están ubicados en 


sen 6 0 = — - A -sy- 

4tt r 0 U 0 


(5-65) 


La distribución de presiones sobre el cilindro es también importante. 
Aplicando el teorema de Bernoulli se obtiene 

i P - Po = j p L 0 l 1 - Sen 6 + 27r r 0 ¿7 o ) ^ 

Esta distribución ya no es simétrica, con respecto al eje AB. Ahora 
se obtiene un bulbo de presiones como el indicado. 



Figura 5.20. 

Esta situación conduce a una fuerza neta sobre el cilindro llamada 
sustentación (lift) y representada por . Para determinarla, basta 
encontrar la fuerza elemental sobre un elemento desuperficie del ci- 
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I 


Figura 5.21. 


lindro y de proyectar verticalmente, sumando entonces sobre toda la 
superficie. 

Í 2 77 

(p ~ Po ) r 0 sen 6 de 
o 



2 P [ 1 — (2 sen 0 + 



] *0 


sen 0 ¿0 



2r 

ff'o Uo 




de donde finalmente 

Fl = P 

t . ■ >.; 

Se obtiene así la famosa fórmula de Kutta-Joukowsky, que da la 
sustentación. / 

La importancia de esta fórmula reside en que se la demuestra vá- 
lida so solo en un cilindro sino para un ala de avión, alrededor de la 
cual el flujo puede ser considerado incompresible y potencial 
Se define el coeficiente sustentación mediante la relación 



donde A es la proyección del área del cilindro (en este caso) sobre un 
plano perpendicular a la dirección general del flujo. En el presente 
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caso se tendría pues 



5 iü Método de las imágenes 

ntro uso muy rico en aplicaciones del método de superposición con¬ 
iste en definir flujos mediante la acción conjunta de fuentes, sumi¬ 
deros etc. que se colocan simétricamente con respecto a un plano. 
Por esta razón se llama el método de las imágenes, y se demostrara su 

aplicación en un ejemplo concreto. 

Sea a estudiar el flujo potencial debido a una fuente +q colocada 
en un punto Ai,, en presencia de una pared P 



Figura 5.22. 

Tomando unos ejes como se indica, se coloca una fuente adicional en 
el punto Mi simétrico al A/, con respecto a la pared. Si ahorase 
imagina el flujo creado por esas dos fuentes en presencia, actuando 
sin que hubiese la pared, es evidente que para todo punto del eje Ox, 
a velocidad, por razón de la simetría existente, tiene la dirección Ox. 

Dicho de otra manera, la presencia de la fuente imagen crea un Ilujo 
en todo el plano, en el cual queda respetada la condición de contorno 
creada por la presencia pared P, a saber, que sobre Ox. no exista com¬ 
ponente de la velocidad perpendicular a P. 

El flujo ficticio de la fuente +q y de su imagen es pues exacta¬ 
mente el mismo que el flujo verdadero de la fuente +q en presencia 
de la pared dada , por lo menos en la razón de interés, esto es, para 

y> 0. 
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Hechas estas consideraciones, se puede escribir inmediatamente el 
potencial de velocidades del problema planteado, 

* = ri I" r¡ + v ln r 2 

¿ir ¿ir ‘ 

Hs conveniente expresar ese potencial en coordenadas cartesianas 
observando que 


' i - V-v 2 + Jy v 0 ) 2 , r 2 = V-v 2 + ty + f 0 ) 2 . 


Luego 


* = 4 1 1,1 l* 2 + (y - y o ) 2 1 |a- 2 + (v +y 0 > 2 1. 


Ejemplo 2; 

Estudiar el flujo resultante de la superposición de un flujo uniforme en el infi¬ 
nito, U 0 ,p 0 y de un vórtice libre de intensidad Ten el sentido indicado,sabiendo 
que existe una pared lisa, paralela a U 0 , a una distancia h del centro del vértice. 
En particular, encontrar la distribución de presiones p -p 0 sobre la pared y la 
tuerza neta que actúa sobre ella debido a dicha distribución. 




Figura 5.23. 


La existencia de la pared obliga a considerar un flujo que sea la superposición del 
flujo uniforme, del vórtice dado y de otro simétrico de éste con respecto a la 
pared. De esta manera, por razón de la evidente simetría, la pared constituye una 
linea de corriente y la condición de contorno queda satisfecha. 
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Figura 5.24. 
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de donde 


P~Po= \ -£/’)= | (UZ-ul) 


= 2 Uo 


-f Uo-2U 0 — 


(x 2 + h 2 ) ir 2 (x 


2 h 2 

k 2 + h 2 ) 2 ’ 


Luego, finalmente, la distribución de presiones 

„ = p \ 2rhu 0 r 2 h 2 1 


P Po 2 [ n (x 2 +h 2 ) (x 2 +h 7 

Para encontrar la fuerza y debido a la simetría en x, 


’~ 2 í 


(p- p 0 )dx. 


Se hace necesario calcular las siguientes integrales, 


f dx 1 x 

= * arc ~h 


dx 

' (x 2 +h 2 ) 2 


_ f* x 2 +h 2 - x 2 j _ 1 f 
' Jti‘(pc*+ h 1 ) 2 dX ~T T ) 


x 2 +h 2 J h 1 (x í +h í ) L 


Como, integrando por partes, 


1 x 


(x'+ h 2 ) 2 ~~ 2 l^Th 2 


tenemos 


í—d* =_l r dx i r i * , i r dx i 

J(x 2 +h 7 f h 2 J x 7 + h 2 2 x 2 +h 2 2J x 2 +h T \ 


2 F arC tg h + 2~h 7 3^+P" 


La fuerza que actúa sobre la placa será pues 


F 2 j* (p-p 0 )dx -2 j - ^ arc tg ^ 

pr 2 h 2 ( i * i * \i° 

2 n 2 \ 2 A 3 arc 8 h 2 h 2 ~x T T~h 7 ) ’ 

• * r\ 


F=-pru 0 +■ 
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Ejercicios 


j Un fluido ideal incompresible fluye sobre un plano horizontal que tiene, en 
el origen de coordenadas, un sumidero de caudal -q 0 . 



En el infinito el flujo es paralelo y de velocidad uniforme U 0 . Se pide: 

a. Encontrar la expresión de la velocidad del fluido en los puntos de la 
pared, en función de x. 

’ b. Determinar la distribución de presiones sobre la pared y dibujar la curva re 
presentativa de la variación. 

Respuesta: p - p 0 = pq 0 /2n (-2U 0 /x +q 0 /2itx 2 ) 

2. Un flujo uniforme U 0 de un fluido ideal incompresible y un manantial F 
de intensidad q, determinan un cuerpo A, que tiene aproximadamente la forma 
indicada. Determinar: 

a. El potencial de velocidades y la función de corriente del flujo resultante. 

b. Las coordenadas del punto de estancamiento E. 

c. La ecuación de la línea de corriente que define el cuerpo A. 

d. Recordando que y = r sen 8, encontrar la altura máxima A del cuerpo. 
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3. El techo semicircular de un galpón está colocado sobre un terreno comple¬ 
tamente horizontal. El viento sopla sobre el galpón según un flujo uniforme con 
velocidad de acercamiento U 0 , tal como indica la figura. Si la presión en el 
interior del galpón es la presión de estancamiento p A , y 



admitiendo que el flujo es irrotacional y que los efectos viscosos son desprecia¬ 
bles , se pide: 

a. Determinar la distribución de presiones en la superficie exterior del techo 
del galpón. 

b. Encontrar la fuerza vertical con la cual aire trata de levantar el techo. 

Respuesta: p = \ pü\ - A sen *d)-,F y = - | R p v % 

4. Una fuente y un sumidero bidimensionales de igual intensidad X, están 
ubicados en los puntos A (a, 0) y A' ( a, 0), con respecto a un sistema de coor¬ 
denadas Oxy. Determinar las lineas de corriente y las lineas equipotenciales del 
flujo resultante. 

Respuesta: Circunferencias. 

5. En el flujo alrededor de un cilindro con circulación detemiinar para qué 
valor de P los puntos de estancamiento están situados en los puntos 2 y 8 de la 
figura. 

a. Para este valor, dibujar a escala aproximada, el bulbo de las presiones que 
actúan sobre el cilindro, calculando p en los puntos 1 ,2, 3, ...8. 

b) Calcular el coeficiente de sustentación C L , sin integrar las distribución de 
presiones obtenidas. 

Datos: p, U 0 . 


Respuesta: p I p L u 2 [] (2 sen 6 + s/l) 2 ], C L = 2 y/l n 
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\ / 

—4a 15 - 0 

/T\ 



6 Se coloca una fuente bidimensional de intensidad X por unidad de longitud 
en una esquina rectangular, formada por dos paredes planas e infinitas. Si la 
fuente dista a de cada pared, se pregunta, suponiendo el fluido ideal e incom¬ 
presible: 

a. ¿Cuál es la velocidad resul- 
tante a lo largo de la pared 

horizontal, en función de la distancia ---f ^ 

x a la esquina, suponiendo el flujo 

permanente? a 

b. Determinar la distribución de 

la presión a lo largo de dicha pared, I 

suponiendo conocida la presión p 0 en 
el infinito. Representar gráficamente 
esa variación. 


„ p X 2 , x- a 

Respuesta: p = p 0 — jp- l 


(x + ay+a 2 


7 . Un ducto de sección recta cuadrada está colocado horizontalmente y por él 
circula agua. En cierto momento se presenta un codo circular, de radio/? que 
permite el ducto girar de90° dentro del mismo plano horizontal. Si el flujo en el 
codo se supone sin fricción, de manera que la distribución de velocidades resulta 
ser la de un vórtice libre, calcúlese el caudal en el ducto, en función de la diferen¬ 
cia de presión que aparece entre los lados interno y externo del codo. El lado del 

cuadrado sección es a. 

• , a 2 , a tsp'k , 2 R + a 

Respuesta: V = (R - -j ) (-/) ... ' 
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Al flujo bidimensional dado por i ¡j = //„ v «. 
caudal n , , y v u °' x superponen dos manatiales H 

cauaal q cada uno, colocados en (0, a) y (0 re<¡r«w . n. 

«o\ d rrrr flujo “^ 

miento, si los hay. Indicar esquemáticamente el contorno del “cuerpo” n„ 

5 T.™'“ ldad del fl “' d ” --—* «*• -o™ Z: 

Respuesta: Puntos de estancamiento r _ ± \/q 2 + 4n 2 (Jl a 2 

2 nU 0 — 

Velocidad: U o[ \ + J6 (4U * gi _ g2y2] % 

9. E\ agua que gira en un lavamanos tiene un movimiento de rotación que Se 
aproxima al flujo potencial de un ^ e I 

vórtice libre. Se trata en realidad de 
un flujo tridimensional. Si se des¬ 
precian las componentes radial y ~f 

vertical de la velocidad, se pide de- Z j —— j 

terminar la forma de la superficie 

libre de este flujo, esto es Z = Z(r). ^ I 

Respuesta: Z = - r , 2 1 ¡ 

8 Pi r 2 ' 

10. Se llama vórtice forzado al flujo plano definido por el campo de velocidades 


0 , U/\ ~ 


a. Utilizando coordenadas polares, muéstrese que este flujo no es potencial v 

rr jsr - -- -——« 

b. Utilizando coordenadas cartesianas, responder a las mismas preguntas. 

Respuesta: > - o Uo , U 0 r 1 i ir 

L- 2 *— J- 7 + C = --¿- ^(S+y‘)+C. 


Se recordará que, en coordenadas cilindricas, 


V ' ü = 7-£r(ru r )+- Üíífl 

r dr r) r dd 


+ bu * 
dz 


í = VXñ= l 
r 


e r re e e, 

J 3 d 

d r de dz 


U 


CAPITULO 6 


Cantidad de 
movimiento 


6.1 Introducción 

La LEY de Newton puede ser aplicada a un fluido real de dos mane¬ 
ras distintas, a saber, haciendo que cada uno de sus elementos, some¬ 
tidos a fuerzas de campo y de contacto, la cumplan, o bien escri¬ 
biendo que ésta se verifica en un volumen dado y finito del fluido, 
escogido arbitrariamente. Este segundo método se adopta en el 
presente capítulo: llamado método integral o del volumen de 
control, tiene gran importancia para el ingeniero pues permite en¬ 
contrar las fuerzas y los momentos que actúan sobre cierta masa de 
un fluido dado, sin que necesariamente haya de penetrar en el 
conocimiento detallado (distribución de velocidades, de presiones, 
etc.) del movimiento. 

Por esta razón se empieza el estudio de los fluidos reales con e 
concepto de la “cantidad de movimiento” de una masa de fluido y 
de las fuerzas que la generan: se trata de leyes generales que no 
requieren la especificación del tipo de fluido (viscoso o no, newto- 
niano o no) al cual se refieren, ya que no son otra cosa sino enun¬ 
ciados modificados de las leyes de Newton, aplicables a un sitem 

material cualquiera. , 

Antes de empezar, sin embargo, convendrá ampliar la definición de 
presión en un fluido, establecido, hasta ahora tan solo en la hipótesis 
que no existen esfuerzos cortantes, ya sea por que el fluido esta en 
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mcntr l ? ^ P ° rqUe eS ; deaL Hecho ^ podrán evaluar debida 
mente las tuerzas que actúan sobre el volumen de fluido dado. 


6.2 Presión en un fluido viscoso 


Si un Huido viscoso (newtoniano o no)se está moviendo seuener . 
en su seno esfuerzos normales ' ' n 


y cortantes. Estos esfuerzos, des¬ 
critos para un elemento de 
fluido, se pueden representar 
por nueve componentes a xx , 
Txy, °yy T yx . o ZÍ etc. Siestas 
componentes se agrupan en 
forma de una matriz, se puede 
hablar de la matriz de los es¬ 
fuerzos a,dada por 



Figura 6.1. 



Como se ve, los esfuerzos normales que actúan sobre las tres caras del 
elemento ya no son iguales, de manera que la noción de presión /; 
pierde aparentemente su significado. 

Puede observarse, sin embargo que la suma de los tres esfuerzos 
normales es invariante cuando se reorienta al elemento de fluido 
mediante una rotación cualquiera. Esto es, se tiene 


®xx ^ ^ y y Q 2 z O x ¡ xt •+■ Oyiyt 4" 0 z > 2 t 

donde los ejes 0/ v y permanecen ortogonales entre sí pero han girado 
con respecto al sistema 0, v ,. La demostración de esta propiedad se 
descomo ejercicio. 1 En vista de (2-2) se puede definir la presión 



ya que tiene entonces sentido hablar del valor de p en un punto 

De f ta manera se sa] ™ el obstáculo de la diferencia de esfuerzos 
normales en las caras de un elemento de fluido real en movimiento 


E. Levi, Elementos de Mecánica del Medio Continuo, Limusa. 
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ruando se estudien más adelante los fluidos viscosos newtomanos se 
ompletará este estudio de los esfuerzos internos. Por el momento 
basta saber que el concepto de presión puede seguir siendo usado sin 
temor a contradicción. 

6.3 Fuerza y cantidad de movimiento 

Se va a considerar ahora la aplicación de la ley de Newton a un 
volunten finito de fluido en movimiento. Por ejemplo puede tratarse 
de averiguar la resultante de v / 


todas las fuerzas que actúan 
sobre un volúmen determinado 
de_jluido que pasa por el codo 
di- una tubería. Y recíproca¬ 
mente, si se aplica la teicera ley 
de Newton, de ahí sg podrá 
[deducir la fuerza que actúa 
sobre el c odo debido al flujo . 

Ahora bien, en vez de razo¬ 
nar sobre el ejemplo concreto 
que se acaba de mencionar, 
considérese un volumen de 
control fijo V 0 , limitado por 
una superficie de control A 0 , y 
tratemos de aplicar la ley de 
Newton al fluido contenido en 

V 0 . 

La cantidad de movimiento que 
el fluido contenido en V 0 posee 
es 



Por otra parte, el caudal neto en masa 
de control es dado por (3-5), 

m \ p n •< 

JlA ) 



del fluido que sale del volumen 






208 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 

y d flujo de la cantidad de movimiento del fluido aue atraviesa U 
uperficie de control se puede expresar como a 


de manera que 


[ u p u 
J(A) 


d P f = u d m. 


dar taTeyd" de movimiento es otra anera de ennn- 


F = ^ m u 


SfL ey in re i' ere 3 Una masa bien definida de materia. Si se la quiere 
fluidr/ 2 ílUld ° 611 movimient0 ’ es necesario seguir una masa dada del 
,‘ d °’ QUe 6n Un mstante to se encontraba en V 0 , cuando ésta se 
mueve y pasa a una posición vecina en el instante t 0 + A t. 

_ J U " CÍÓn del tiem P°’ ,a cantidad de movimiento de aquella 
masa de fluido que en t 0 se encontraba en V 0 es 


f P u 
J (V') 




siendo V el volumen ocupado 
de un instante cualquiera por 
dicha masa del fluido. 

La ley de Newton se traduce 
pues según ( 6 . 5 ), en 


'4-1—L. 


V 0 = y 0 (t) V=V(t 0 +At) 
= V n +AV 

Figura 6.4. 


F = Iím Lxf) = lím 

AI*o At A,. n 


f (pu ) í0 * Al d V — f (p u), 

J vo +av J(V 0 ) 0 
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/^hora bien, se puede escribir 


_ 3 (p u ) . 

(P 11 í/o* Al — (P 11 ifo + jfj ^ 


de donde sucesivamente, 

f [(pil) t0 .ot - (pú) ta ]d\ +1 (pu)t 0 *&tdV 
V = lím J < v o) _YiíiYl_ 


= lím 

J <v 0 > 

Al *0 


lím 

1 

“ A0 

At 

r 

dpü 

- J 

3 1 




c/V + lint 

ADO 


At dV + f (pu) t 0 . M dy\ 

(AV) J 


Si se observa que en la zona de A V el volumen se puede expresar 

como 


dV - u At-n dA 


se tiene _ r- _ 

~ F =I^r- dv+ J;T„ áVJ [<->“)- +i fr 4 'J" t > ,dA 

(V 0 ) (A o) 

de donde simplificando por Ai primero, y pasando a Dimite después 




7 9 

r =? -- 


— í pu dV + \ u pu • 
^(V 0 ) JlA) 



Recordando (6.3) se puede enunciar esta propiedad como: La suma 
de todas las fuerzas que actúan sobre un volumen cualquiera V„ de 
fluido en movimiento es igual a la tasa de cambio de la cantidad de 
movimiento del fluido en V 0 . más el flujo de la cantidad de movi¬ 
miento del fluido que atraviesa el contorno A 0 de V 0 . 

Más brevemente, 
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Si se quiere escribir esta ley en términos rip . 

tres ejes cartesianos se tiene " SUS com P°nentes sobr< 


dt í P u x di f u x pit'dA 

J<A 0 ) 

, _ d . 

y d[ I pu y dV + f u y pu-dA, 
J (V ° ) J(A„) 

F ‘ = TT [ pu * dV + f pü-dA, 

j < V 0> J ( A 0 ) 


ditercnciaj dcl cmidal 

Hstas leyes habrán de permitir la evaluación de las fuerzas nue 
actúan sobre sistemas mecánicos por los cuales circulan fii.'Y 
movimiento. Se van a ver ahora algunos ^ “ 

\ Ejemplo 1 : 

Un codo reductor de 60° está colocado horizontalmente. Sus características v 
otros datos de funcionamiento son los siguientes: ‘ ' 

Entrada; Diámetro D, = 0.6 m, velocidad «, = 5 m/seg 
presión p¡ =1.5 bar 

Salida: Diámetro£>, = 0.5 m 

Determinarlos componentes según y/ I 

los ejes Ox, Oy, de la fuerza que el 1 ^^ / / ( 2 

Huido (// 2 0) que circula por la tu- - / / j 

bería ejerce sobre el codo. — / / _\\ _x 

Se trata de un flujo permanente. (/ i 

La ecuación de la cantidad de 1110 - /- - 

vimiento se escribe pues ~ / / 

f K 

h -\ w pu-dA / 


_ 


J» 


Figura 6.5. 


pu •dA + 


pu •dA 


esto es 
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o sea 

P2= 1.362 X ]0 s -N-= 1.362 bar . 


H l Ch0 esto y dibujando un diagrama de cuerpo libre de las fueras que actúa 
sobre el fluido contenido en el codo, se tiene q 30 


P,A ‘ ~ R *-P 2 ' l 2 cos 9 = 1000 X 1.42 (7.25 eos 6 — 5), 
- P 2 A 2 sen 9 = 1000 X 1.42 (7.25 sen 9 - 0). 

De donde, efectuando los cálculos 


R x 1.5 X10 5 X 0.283- 1.362 X10 5 X0.196 xi- +1000 X 1.42 X 1.38 
= 0.425 X 10 5 — 0.133 X 10 5 + 1.96X10 3 = 311007V= 3110 daN 
R y = 1.362 X 10 5 X 0.196 X 0.866 + 1000 X 1.42 X 7.25 X 0.866 
= 0.2280 X 10 s + 8.95 X 10 3 = 31750 N= 3175 daN 



Ejemplo 2: Figura 6.6. 


S de ,a 

sino dada^por M Ch »"» d ' - « unifo™. 


u 


2 U 0 
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donde ro es el radio de la sección recta del chorro y (J o —600 m/seg.La presión 

kg 

^edia en el chorro de escape es de 1.2 bar y su densidad p = 0.6 . 



R x 

Figura 6.7. 


Si además se sabe que la cantidad de combustible introducido (lateralmente) 
corresponde al 2% de la masa de aire que circula, se pregunta. 

a) Mostrar que {/„ es la velocidad media del chorro de escape y determinar la 
velocidad máxima. 

b) Encontrar el empuje R x sobre el turbomotor. 

c) ¿Cuál sería el empuje si el chorro de escape hubiese tenido una velocidad 
uniforme U 0 ? 

La presión atmosférica circulante es lbar. 

(Los datos están indicados en la figura adjunta). 


Combustible 0,2% 
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a. Velocidad media. Por definición, 
la velocidad media es 


4 Í“* 


En el caso presente: 


„ _ 1 f r ° , ,2 

jrrf'J 2Ü ° -jr)2irrdr=Lf 0 

J o o 


b. Kmpujc ,„b,< el De | a ecuación de I, can,¡dad de muvnnienu, 


F = ~ 

dr 


f pu av +r u 

J (V o) J(A 0 ) 


pu •dA , 


Se obtiene en el presente caso, ya que el flujo es permanente 
h * J u iPi u idA t + f u 2 p 2 u 2 dA 2 

< A .> J (A 2 ) 

~P‘ U >A, +f p 2 4 í/q (1 — ~) 2 2 nrdr 

° ( 2 ) 

Llevando a cabo los cálculos de esta última integral 

2 ^ + Sj] o * 3 

^TJ,1' 2> “ PUeS ' P ™ iMd " dC '« f»™ que aclúan 


2 a a. 4 ..2 „ ,,2 


R * 4 (P I Po) I I {p 2 Pq)A 2 — - p y lt\A { + 7 7T/-2 p 2 (Jl 


Para poder despejar#* falta determinar .4 2 . Ello se loara i narii. d,> I- 
* ■"o™. Puesto que el Oujo es peJu” 
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+ ü.02 hi, 1.02 , = P 2 F 0 A 2 = 1-02X 1.2 X 130X 0. 


irt j = 15.9 kg/seg. 


de donde también 


1 2 = = n ñn = 3.98 X I0- 2 m 2 = 0.0398 m 2 

p 2 //o 0.6 X 600 


La fuer/.a de empuje es pues 


K x - , m 2 f/„ m | 


»! + (_P 2 Po) *4 2 (Pl Pü) ''l I 


v = 4 15.9 X 600 —"f^T 130 + 0-2 X 0.0398 X 10 5 
( 0.1) X 0.1 X 10 5 = 12700 - 2025 + 796 + 1000 


= 12471 A' = 1247.1 daN 


. Empuje con una distribución uniforme de velocidades en el escape. Se tiene. 

en este caso, 

R x = m 2 U 0 m, u | + ( p 2 - Po) A 2 + (p, -Po.Mi 
9500 2025 + 796 + 1000 

= 9271 N = 927 daN 


6.4 Teorema de transporte (Reynolds) 

Con las fórmulas ( 6.2 ), ( 6.5 ), ( 6.7 ) lia quedado desmostrada la 
relación 


S- í pu dV + í u pu ■ dA . 

' d ‘ Av) (Al 


( 6 - 10 ) 
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donde 



p u dV, 

(V) 


( 6 - 11 ) 


que da la variación de la cantidad F asociada al fluido cuando éste se 

vector/ 0 'í)na P re.a S T’ (6 “ M) SC ° btiene otr « 

r ó 1 n t n . 10n Sim,lar entre escalares se obtiene con escribir 

( 6.10) para las componentes sobre Ox: r 

dP x _ d r r 

~W ~ JT p u x dV + l Ux pü-dA . (6 , r . 

•MV) J ( a ) ¿) 

donde u x es, en efecto, un escalar, y P x 



Escrita de esta manera,-la propiedad ( 6 . 12 ) puede ser generalizada 
obteniéndose el llamado teorema del transporte de Reynolds • Sea 
V una Propiedad intensiva escalar cualquiera, asociada al elemento de 
volumen ¿V del Huido y sea N la cantidad total correspondiente. 


N = 


p v dV 

(V) 


(6-14) 


El teorema del transporte se enuncia entonces, de acuerdo a 


dN dN r _ — 

dT~ Tí + \ v pu ’ dA • 

J(A) 

dad 0 a e de la flniHn dC CambÍode ,a N asociada con una masa 

dada de fluido en movimiento, es igual a la tasa de cambio de la 

con roí fito C r ten ' >^ ^ ¡nStante dad ° den,ro de un volumen de 
control fijo I , mas el flujo en ese instante de dicha cantidad a través 

de la superficie de control que limita el volumen V. 

Este teorema ha sido demostrado en el caso en que r? es una 

cualquiera de las componentes de la velocidad ¿ 7 , y puede ser 

utilizado ahora para cualquier magnitud física asociada con un 

elemento de volumen del fluido, (por ejemplo la densidad, la energía 



(6-15) 
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interna, la entropía, etc.), ya sea dicha magnitud un escalar o una 
componente de un vector. 

5 Cantidad angular de movimiento 

Conviene recordar que dada una partícula material de masa m y 
velocidad ü, se llama cantidad angular de movimiento de dicha partícu¬ 
la con respecto a un punto fijo 0 
a la cantidad//= r X muy para 
un sistema material discreto 

H = S ñ X. m¡ ü¡ 
í*i 

A partir de la ley de Newton se 
demuestra entonces, en Mecá¬ 
nica de los sistemas materiales, 
que se puede escribir* 


Figura 6.9. 

- dÍH 

T df' (6-16) 

donde T es el momento de todas las fuerzas, exteriores al sistema, que 
actúan sobre él. 

Esta propiedad se aplicará ahora al caso de un fluido, que no es 
otra cosa sino un sistema material continuo. La cantidad angular de 
movimiento del fluido con respecto a un punto se podrá pues 



calcular según. 


H = \ r X pu dV. 
J (V) 


(6-17) 


y aplicando ( 6 .J 6 ) se habrá de tener 



Dado que la cantidad r X p u puede ser considerada como ligada al 
alemento de fluido dV , se puede aplicar aquí el teorema de Reynolds 
(6.15) a cada componente de r X p u, y finalmente agrupar las tres 
ecuaciones obtenidas en una sola, a saber 
*Ver, por ejemplo, J. León. Mecánica, Limusa. 
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7' n I _ _ 

| >• J w X ■ | (6-19) 

^•5^ eS,a Pr ° PÍedad "** Una ******* «.dll, 

A-/ Huido dentro del volumen mir Tltí de ZTIT',' 



V n d ' orro ^'dimensional permanente de nuido incomDresihle „ r • - 

densidad o, por esDesor /» „„i,, .¡h„h / • '"compresible y sin fricción, de 



\ / 


Figura 6.10 


■«í ” ~ - -.. la fama 

-• La posición del punto de aplicación ( de R esto es del / 

dinámico. ' MU cs - uel < ‘ 'litro Je presión 
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Solución: 

l De la aplicación del teorema deBernoulli se puede concluir que U t = i \ = í 
aplicando este teorema entre 0 y 1 se tiene, en etecto 

ií 2 + Pjl = 31 + -?*- 

2g y 2g i 

ya que se desprecian los efectos de gravedad. Luego U= Uj . La ecuación de 
continuidad, por otra parte, da ^ 

Uh — U\ a + U^b 

0 ^ a + b = lt 

I 4 

Para determinar «y ó falta otra ecuación. Se escriben ahora las dos ecuaciones 
(escalares) de la cantidad de molimiento , sobre los ejes Ox. Oy. 




pu -dA = U eos a p Uh + Up Va U p Ub — 0 


K = 3- «F j iiy pu -dA = - U sen a p Uh 


De estas ecuaciones se obtiene 


a - b = /i eos a, 

R - p U 2 li sen a. 


o sea finalmente 


<, = *( 1 + cosot), ó= j(l - cosa). 


/í = p U 2 li sen ce 


Centro de presión: Se toman momentos en el punto 0. aplicando la ley del mo¬ 
mento de la cantidad de movimiento. 

f ^ + f r X ii pu ’dA 

J(A) 

y usando de esta ecuación sólo la componente perpendicular al plano de la fi¬ 
gura, 

IR '[ Up Ub ", UpUa. 
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de donde 


I = p U 2 



a 2 - b 2 
2h sen a 


Ejercicios 

W Um b °‘ iuilla redue,l,ra '«i unida a „„ a manguera de incendio Los díame. 

, enrrada y de «lid. de ,a boquilla son „ y ,es P ,c,i,»„,eme. U p“S? 

entrada esp y la presión atmosférica F n de 

P o- s ' el coeficiente de contracción 
es C c ~ 0.95 y el coeficiente de pér¬ 
didas, basado en la velocidad del 
chorr.o es K, se pide: 

a) La expresión analítica de la 
velocidad del chorro U y de la fuerza 
/• que debe aplicarse a la boquilla 
para mantenerla fija. 

b) Calcular numéricamente U y 
F, cuando 

d> = 7 5 Cm ’ di = 2 Cm ’ P = 10 bar - Pa = 1 bar, A- = 0.05, p = 1000 kg/m 3 . 
Respuesta: U 2 = 2 (p - Po )/p |] +K _ q ¿ j/j4 ) ,2 

2. En el difusor que se indica circula un caudal de 120 lts/seg de la sección (1) 
hacia la sección (2), con una pérdida de energía evaluada en 



0.6 


(^-U 2 ) 2 
2 g ~ 


E>ado quep, - 0.7 bar y que el líqui¬ 
do es agua, encontrar Dibujar las 
lineas de altura piezométrica y de 
energía total. Encontrar también la 
fuerza necesaria para mantener fijo el 
difusor, e indicar claramente su di¬ 
lección, suponiendo una distribu - 
ción parabólica de velocidades en 
todas las secciones del tubo. 
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■Uo — 



Ó -9 


Respuesta: 


n’8 


4. Un líquido incompresible no 
viscoso de altura h y velocidad y 
fluye, por acción de la gravedad, por 
debajo de una compuerta de ancho b, 
tal como se indica. Determinar la 
fuerza R necesaria para sostener la 
compuerta, en función de y, b, h, h t 


Respuesta: 


_ ybjh-hrf 
2 (h+hi) 



5. Por un codo de 90°divergente y colocado horizontalmente, fluye petróleo de 
peso específico relativo 0.84, desde una tubería de 45 cm a una de 60 cm de 
diámetro. Si la pérdida de energía se puede expresar por 


se piden las componentes de la fuerza 
de anclaje necesaria para sotener el 
codo, cuando el caudal es de 1500 
lts/seg y la presión de entrada 1.3 bar. 

Respuesta: 

R x =34815 N, 

R y =44457 N. 




6. Calcular la fuerza de arrastre entre las secciones I v -> 

Placa indicada en la figura, sabiendo que el ancho es b v Z 7 l " ,e aC,Ua S ° bre 
por determinar. b y Slend ° a un coeficiente 






¿5^“ d0 ' los * 


y ^ ¡ »£^^SÍ^r inaWad ' b — „„ 

corriente “Cido una " nca dc 

1 y 2 . en función ic'/tul ""'’'" "" ' l ^ aC '” ” bre la pared dd lubo cnl ' e 
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,oquilla “con aguja” consiste de una boquilla que puede ser abierta o 
or la aguja cuando ésta es desplazada horizontalmente mediante una 
control. Para la posición indicada, sobre la barra actúa una fuerza de 


Barra 


Pernos 


tensión F l dada. Si el chorro tiene un coeficiente de contracción C c y un coefi¬ 
ciente de velocidad C„, encontrar en función de éstos y de los demás datos 
indicados en la figura, la fuerza F que actúa sobre los pernos de unión de la 
boquilla al tubo de alimentación. 


Respuesta: 


F= pU c CgA 


U 2 1 




9. Sobre cada cara de una lámina colocada en una corriente uniforme de 
líquido, se forma una capa límite que puede ser esquematizada como indica el 
dibujo adjunto: En el borde aguas arriba (1) de la lámina, la distribución de 
velocidades es uniforme; en el borde aguas abajo (2), la velocidad en la capa 
límite, de espesor 5, es dada por la ley parabólica 


Entre los bordes (1) y (2) la distribución de velocidades no es conocida. Usando 
la superficie de control indicada, determine la fuerza de arrastre total D que el 
líquido ejerce sobre la lámina. 
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En el planteo del problema se supondrá que la presión « i 

d«l fluido y ,„c la componente horizontal de USlmZTtT P ‘" U ' > 
atraviesa la cara CD es U. elocidad del fluido q Ue 

Respuesta: D = JÍ- p ¡j 2 s. 






= 170(1 - 



m 

seg 


y el área de entrada es A t = 0.1 m>. A la salida, la presión es de 1 taren el 
chorro, la distribución de velocidades es uniforme, con L /, - 300 -2L y 

rjuzrtisE- ia 

1 ¿t ual es el caudal en masa que atraviesa el ducto? 

) ¿Cuales son la densidad y la temperatura de salida 9 

C I— 


Respuesta: 


4400 daN. 


11. En un fluido en movimiento la fuer™ p|»m»nt ,i 
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El cociente 

dF 

dA 

defin e entonces, en el límite, a un 
vector d„, llamado vector esfuerzo, 
c olineal con dF. Si el vector ñ se 
escribe en forma matricial, mostrar 
que se tiene 


o n = n .o = [n x n y n*] 




CAPITULO 7* 


Flujo compresible 
unidimensional de 
un gas ideal 


7.1 Introducción 

En ESTE capítulo se presentará una introducción al estudio del flu jo 
de un fluido compresible. La particularidad fundamental de este flujo 
flujo es la variación de la densidad. 

Las ecuaciones Euler y la de continuidad (cuatro en total) ya no 
son suficientes para describir el movimiento. En efecto hay ahora 
mayor número de incógnitas que de ecuaciones, a saber: u x , u y , u .. p. p. 
Con referencia a las ecuaciones (3.12) y (4.7). se observa que hace 
falta hacer intervenir una relación adicional característica del fluido 
considerado, que ligue presión y densidad: habrá de ser la ecuación de 
estado de la sustancia, ya considerada en ( 1.20). 

La introducción de la ecuación de estado, si bien proporciona una 
ecuación adicional, introduce también una nueva variable, a saber la 
temperatura 0. Por esta razón será además necesario precisar, en cada 
problema, qué tipo de proceso se verifica durante el flujo: ¡sotermo, 
adiabático, etc. Esta condición completará el problema general, 
proporcionando igual número de ecuaciones que de incógnitas. 

Del análisis anterior se desprenden varias observaciones, que 
pueden resumirse así: 

1. El estudio del flujo compresible implica necesariamente la 
consideración de la temperatura del fluido y de sus variaciones. Es 
decir que son inevitables los conceptos de tennodiuátnica. 
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Es evidente que de todos los fluidos compresibles, el q^ e 
tenga la dilación de estado más sencilla será el de más fácil estudio 
Es pues lógico empezar con el llamado gas perfecto cuv ' 
propiedades ya han sido señaladas, (1.30). s 

Afortunadamente, esas propiedades se verifican también en los gase 
reales, como una primera y muy buena aproximación cuando está^ 
sujetos a condiciones lejanas de su punto crítico . En particular, | 0s 
gases de la atmósfera tienen un comportamiento muy parecido al de 
los gases perfectos. Conviene sin embargo completar las propiedades 
implícitas en ( 1.30), con el objeto de obtener un modelo muy 
cercano a la realidad y al mismo tiempo de estudio lo más sencillo 
posible: este modelo se llamará gas ideal. 

El plan del capítulo será, por tanto, presentar un breve recuento de 
las deiiniciones y leyes de la Termodinámica, el cual puede ser omi¬ 
tido por el lector enterado, y posteriormente, estudiar, en el caso unidi¬ 
mensional. las leyes que rigen el flujo de un gas ideal. 

7.2 Recuento de Termodinámica. 

Se entiende por sistema termodinámica cenado una cantidad de 
materia, limitada en su extensión, y sometida eventualmente a inter¬ 
cambios de energía con el resto del universo. 

Se puede decir entonces que la termodinámica estudia el conjunto 
de leyes de tipo macroscópico que permiten prever la evolución de un 
sistema termodinámico dado, cuando está sujeto a intercambios de 
energía con otros sistemas. 

Es de anotar que las leyes de la termodinámica se pueden extender 
también a los sistemas abiertos, es decir a sistemas sujetos a un flujo 
de masa a través de sus tronteras. En esta introducción no se consi¬ 
derarán tales sistemas. Finalmente, un sistema aislado será un sistema 
que no sufra ningún intercambio con el exterior. 

La materia que constituye un sistema puede ser cualquiera. Aquí 
se considerará en particular el caso de los gases, aunque las leyes 
fundamentales serán enunciadas en términos generales. 


7.2.1 Definiciones 

Otras definiciones se hacen necesarias, que se pueden resumir como 
sigue. 

Se dice que un sistema está en equilibrio termodinámico cuando a 
través del tiempo no sufre cambio observable macroscópicamente. 
Para un sistema en equilibrio se pueden definir ciertas características 
macroscópicas o coordenadas, como por ejemplo, en el caso de un 


FLUJO COMPRESIBLE UNIDIMENSIONAL DE UN GAS IDEAL 229 

I s su temperatura 0,su volumen V y su presiónp. Se habla entonces 
^ rñbién de su estado el cual queda caracterizado por las coordenadas 
ue lo definen; como 0. p y V en el ejemplo de los gases. 
q A S í el concepto de estado de un sistema significa que éste está en 

uilibrio y que sus características macroscópicas están bien deter¬ 
minadas. Además cualquier otra función que pueda definirse sobre 
Has propiedades del sistema en ese estado, estará bien determinada en 
función de las coordenadas, 6, V,p por ejemplo. 

Mas adelante se introducirán en efecto, nuevas lunciones del es¬ 
tado de un sistema, por ejemplo la energía interna E, la entropía S o la 
entalpia H. Lo que quiere decir “función de estado”, es que F. por 
ejemplo, es función de punto, esto es 

E = E(6, p, V), 

y que por consiguiente está totalmente definido su valor para un 
estado dado del sistema. 

Cuando el sistema está sometido desde el exterior a influencias 
diversas, su estado de equilibrio se modifica y el sistema evoluciona. 
Se llama proceso o transformación termodinámicas a esa evolución la 
cual habrá de continuar hasta un estado final de equilibrio, al 
término del proceso. 

Aquí se hace imprescindible considerar cómo se efectúan los 
procesos en la naturaleza y cómo han sido idealizados por la ciencia. 
Si un sistema es sometido a influencias exteriores: trabajo o calor 
transmitidos (por ejemplo), estas influencias en general hacen evo¬ 
lucionar el sistema hasta un estado final mediante el paso por 
situaciones intermedias que posiblemente no son definibles termo- 
dinamicamente. Es el caso, por ejemplo, del calentamiento de un 
litro de agua mediante una llama desde 0 C a 100 C. Durante este 
proceso el líquido no tiene en todas partes la misma temperatura, 
hay movimientos de convección, etc., que hacen imposible definir , la 
temperatura del sistema en las situaciones intermedias. 

Para idealizar un proceso como el anterior se ha introducido el 
concepto de proceso cuasi—estático, el cual se considera como una 
sucesión de estados de equilibrio, siendo posible definir entonces ti 
estado del sistema a cada paso. 

La pregunta de saber cuánto se aparta un proceso real de un 
proceso cuasi-estático correspondiente, será objeto de estudio más 
adelante. 

Por otra parte, si un proceso es tal que después de varias trans¬ 
formaciones se lleva la sustancia al mismo estado de partida, se dice 
que se ha efectuado un proceso cíclico. 

Un proceso cuasi-estático puede ser representado en un 
diagrama p. V indicándose como una linea continua esa sucesión 
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de estados de equilibrio cada 
uno de los cuales es represen¬ 
tado por un punto de la curva. 

En esta representación, un 
proceso cíclico viene indicado 
por una curva cerrada, siendo/1 
por ejemplo, el punto de par¬ 
tida y de llegada. 

Figura 7.1. 

Como se ha dicho, la termodinámica trata de intercambios de 
energía. Esos intercambios se representan macroscópicamente en dos 
aspectos distintos: trabajo y transferencia de caloi. 

La definición de trabajo adoptada en mecánica 

W= F-dr, (7-1) 

toma toima distinta cuando se la aplica a los gases. 

Ln electo, considérese un gas encerrado en un recinto cuyas pa¬ 
redes pueden desplazarse. 

El trabajo elemental se podrá 
expresar mediante 

dW = F'dr = pñ-dA dr = pdV 
o sea que 

2 

pdV (7-2) 

i 

Figura 7.2. 

Es de observar que el trabajo total es una integral curvilínea, y que por 
consiguiente depende de la trayectoria de integración. Asimismo la 
expresión (7.2) dependerá de cómo varía peón el volumen, es decir que 
el trabajo entre un estado, (1) y un estado (2) depende del proceso 
termodinámico seguido para ir de un estado a otro. 

Si se representa el proceso (cuasi-estático) en un diagrama p, V. el 
trabajo W it2 depende de la curva seguida entre los puntos inicial y fi¬ 
nal. Esto queda más claro todavía si se observa que (7.2) no esotra 
cosa sino el área bajo la curva p = p( V). 





La propiedad del trabajo de 
depender del proceso termodi- 
...jniico seguido puede expresar¬ 
le también diciendo que el 
producto pd\ no es una dife¬ 
rencia I exacta. Esto es, el 
trabajo elemental 


no representa la diferencial de ninguna Junción de punto W. Para 
recordar esto, se puede indicar con el símbolo etn 

En cuanto a unidades de trabajo, en el sistema MKS ( SI). se tendrá 


{IV) = N m = J. 

y el trabajo por unidad de tiempo 




o potencia , será 


(Joule). 


[P] = [IV] = J seg' 1 = w, (watt) (7-6) 

El último concepto importante que cabe mencionar es el de cal<» ■ 
Modernamente se concibe el calor como intercambio de energía que 
no puede ser expresado por un trabajo macroscópico como el del mi¬ 
do más arriba. Se trata de un intercambio de energías cinéticas entre 
las moléculas de dos cuerpos o sustancias puestas en contacto y que 
tienen originalmente temperaturas distintas. Al tener temperaturas 
desiguales, las moléculas del cuerpo a mayor temperatura tienen 
mayor energía cinética y se la transmiten por interacción (choques, 
etc ) a las moléculas del otro cuerpo. Macroscópicamente decimos 
que ha habido entonces un flujo de calor Qáe\ cuerpo mas caliente al 

01 üJ unidades de calor son las mismas que las de energía cinética, 
por lo antes dicho, esto es 

\Q\ = [W) = J (Joule) (7 ' 7) 

Por razones históricas se utiliza a veces también la caloría, definida 
según 


1 cal = 4.182 J, 


(7-8) 



232 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 


FLUJO COMPRESIBLE UNIDIMENSIONAL DE UN GAS IDEAL 


233 


Dado un sistema termodinámico en contacto térmico con el "exte¬ 
rior’', éste podrá recibir o entregar calor ^durante un proceso al cual 
esté sometido. Se convendrá en considerar positivo (£>> Olelculor 
que recibe el medio del “exterior” y si, en vez, hay entrega de calor 
considerar Q < 0. 

Finalmente, si un sistema está sometido a un proceso durante el 
cual no ha recibido ni entregado calor, se dice que el proceso es 
adiabático. 

La propiedad fundamental del calor Q recibido en un proceso, es 
que el valor de Q depende del proceso y que no se puede hablar de 
función Q ni de diferencial Q : dQ, a menos que se esté hablando de un 
proceso particular bien definido. 

En general se indicará pues un pequeño intercambio de calor por 

dQ 

y para un proceso dado, se tendrá 

r 2 

0i,2 = ¡TQ. (7-9) 

^ i 

7.2.2 Primera ley de la termodinámica 

Esta primera ley no es otra cosa sino el enunciado del principio de la 
conservación de la energía: 

Si W¡, 2 es el trabajo realizado por un sistema termodinámico cerrado 
durante un proceso y Q¡, 2 el calor que ha recibido, se tiene 

0i,2 - 2 = E 2 — E, \ (7-10) 

donde E es una función de estado del sistema, llamada energía in¬ 
terna 

Esta energía interna representa físicamente, la suma de todas las 
energías cinéticas de traslación, vibración, etc., y de las energías po¬ 
tenciales de las moléculas que constituyen el sistema. 

La forma diferencial de la primera ley es 

dE = dQ - <TW' (7-11) 

donde dE es, efectivamente, una diferencial exacta 

También se puede expresar la primera ley en términos de la unidad 
de masa de la sustancia. Si m es la masa total, 

de = Ztq - dw (7-12) 



y así sucesivamente. 

Se observará que la primera ley así enunciada corresponde a un 
sistema termodinámico cerrado, es decir, en el cuaLno hay transfe¬ 
rencia cr flujo de_maleria. Puede generalizarse fácilmente para un 
sistema abierto, obteniéndose la llamada ecuación de la energía. Esta 
generalización se llevará a cabo en un capítulo posterior. 

7.2.3 Procesos reversibles 

Ya se planteó anteriormente la pregunta de cómo conceptuar los 
procesos naturales, esto es, los que se producen en la naturaleza o en 
las máquinas inventadas por el hombre. 

Para llenar ese propósito se habló de los procesos cuasi-estáticos 
como de una sucesión de estados de equilibrio. Un eslabón adicional 
consiste en definir un proceso reversible. 

Se llama así en un proceso cuasi-estático durante el cual, además, 
no se producen efectos disipativos de ninguna clase. 

Estos efectos disipativos ocurren en todo fenómeno natural y son 
de origen muy variado. Tienen todos sin embargo el resultado de 
transformar trabajo mecánico en calor , con aumento correspondiente 
de la energía interna del sistema. 

En el caso que nos ocupa de los fluidos, el ejemplo más patente de 
efecto disipativo lo constituye la viscosidad. En efecto, como ya se 
vió en ( 1.19), la viscosidad contribuye en transformar la energía 
mecánica que el fluido puede tener en energía interna, en forma de 
calor. 

Con el objeto de lograr procesos reversibles en este primer estudio 
del movimiento de un gas, será necesario pues ta.hipótesis de visco- 
sidad nii Ta quéstTi ncluirá en la definición de gas ideal. 

Todavía queda por responder la pregunta inicial de cómo concep¬ 
tuar los procesos naturales. Por lo dicho y por otros ejemplos que se 
pueden dar, es claro que los procesos naturales soii irreversibles. Una 
medida de esa irreversibilidad la da la segundíTley^cIe" la termo¬ 
dinámica. 

7.2.4 La segunda ley de la termodinámica 

La segunda ley de la termodinámica puede ser enunciada de varias 
maneras, de acuerdo con la naturaleza de los sistemas a estudiar. 
Aquí se la enunciará en base al concepto de entropía. 
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Es de observar que el factor j actúa como un factor integran¬ 
te. que convierte dQ en una diferencial exacta. 

Físicamente, el concepto de entropía es una medida de la proba¬ 
bilidad asociada con una distribución dada de la energía, entre las 
distintas moléculas y átomos que constituyen el sistema. Del punto 
de vista macroscópico, el cambio de entropía del universo, ligado a 
un cierto proceso, será una medida del grado de irreversibilidad de 
dicho proceso. 

En este último sentido es que conviene precisar el significado de la 
definición (7 .1 5). Para ello se enunciará la segunda ley de la termodi¬ 
námica como sigue: 

En todo proceso, el cambio de entropía de un sistema aislado es 
positivo, 

(7-16) 

el caso de la igualdad verificándose solamente si el proceso es re¬ 
versible . 1 


7.2.5 Calores específicos 


Se llama calor específico de una sustancia a la cantidad de calor 
necesaria para elevar de un grado la temperatura de I Kg„ de esa sus¬ 
tancia. Como el calor recibido dQ depende del proceso seguido, es 
necesario precisarlo. De esta manera se tiene: 


Calor específico a presión constante: 


m \ dO 


Calor específico a volumen constante: 

c , i ( *cK 

v m ( de ’ )v - 

' Ver también: E. Fermi, Termodinámica, Eudeba. 


(7-17) 


(7-18) 
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Rjribién se define la razón entre estas dos cantidades 

£jl = k (7-19) 

sj el calor específico es constante para una sustancia dada, dentro de 
ciertos límites, se tiene 

Q=mc(0 2 - 0,)- <7-20) 

7 2.6 Primeras consecuencias de las leyes primera y segunda 

tas consecuencias de estas leyes son muy numerosas. Aquí se re¬ 
cuerdan algunas que habrán de ser útiles en lo que sigue. Partiendo de 
(7.11) y recordando (7.3) y (7.15). 

dE = ZtQ — ztW 

= BdS — pdW (7-21) 

Resulta cómodo a veces introducir una nueva función de estado 

llamada entalpia y definida por 

//=£+ pV (1-22) 

Entonces, la ecuación (7.21) se puede escribir 

TtQ = BdS = dE + pdV = dH - Vdp (7-23) 

7.2.7 Relaciones termodinámicas para los gases ideales 

Es ahora oportuno para decir qué se entenderá por un gas ideal , de 
manera a obtener un modelo a las vez preciso y cómodo con que 
estudiar el movimiento de un Huido compresible. 

•Un gas ideal será un gas con las siguientes.propiedades: 

1. Cumple con la relación de los gases perfectos fT.30). 

±- = R6 (7-24) 

P 

2. Su energía interna E es únicamente función de la temperatuia 
absoluta 6. 

E = E (0 ). (7-25) 

Esta propiedad es sugerida por el comportamiento de los gases reales 
a baja presión (efecto Joule), y es consecuencia del modelo esta¬ 
dístico clásico de un gas ideal. 
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vidad Ír. eal eStün3 desprovisto de ™cosidad „ y de conducta 

Estas suposiciones son naturalmente falsas para ungasreal. pero o 
es generalmente muy pequeña. Suponer 0 cuadra con el método 
general de la mecánica de los fluidos que consiste en considerar 
primero fluidos no viscosos, tal como se ha hecho en capítulos ante- 
riores. En cuanto a la conductividad, los gases también son general 
mente poco conductores. d ' 

4. Los Cal ores e specíficos delgas son constantes. 

Veamos cuaTés son Tas consecuencias mis importantes de esta® 
suposiciones. dS 


a) Calores específicos 
De la primera ley 


d E = dQ — p dV 


recordando (7.13), (7.18) y (7.25), 


m {d&J »% de de ’ (7-26) 


Asimismo, a partir de (7.23) y (7,17) 

c = — ( áQ \ = 1 dH_ dh 

p m \de J” m d9 de' 


(7-27) 


ya que también para un gas ideal es fácil demostrar que la entalpia es 
íuncion únicamente de la temperatura 


h = e +pv = e (6 ) + Re 
Los dos calores específicos relacionados entre sí. 

_ d (e + R 6 ) 

p Té - c u + R 

Recordando (7.19) se puede despejar c p y c u : 


(7-28) 


(7-29) 


c * = «■ 


(7-30) 


(7-31) 


b) Proceso diabático de un gas ideal. Se puede demostrar fácilmen¬ 
te ahora la relación ( 1.32 ) que caracteriza un proceso en el cual no 
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intercambio de calor entre el sistema y el exterior. En la primera 


ley. tomando en cuenta (7.26), 

dQ = dE +pdW = me» de +pd\, 

y de (7.23), usando (7.27) 

dQ = dH - Vdp = mc p de - Vdp. 

para un proceso diabático dQ - 0, de donde 

k - £jl __ lÉP 

K ~ c u ~ pdV 


(7-32) 


(7-33) 


de donde, 


e integrando 


o también 


d E- = -k ~ = -k 
p V 


p\ k = const. 

/ 

p 

~ = constx 
P* 


c) Proceso isoentrópico de un gas ideal. 

Rercordando la definición de entropía (7.14). 


(7-35) 


(7-36) 


dS = 


(7-37) 


Se ve que un proceso en el cual un elemento de la sustancia, (en 
nuestro caso será un fluido), no recibe calor (dQ = 0 ) se produce 
entropía constante, ya que dS - 0. 

Ahora bien, en un gas ideal sometido a un proceso adiabático no 
hay recepción de calor del exterior. Por otra parte, siendo la visco 
sidad nula, no hay producción de calor a partir de trabajo mecánico. 
Finalmente, si hay variaciones de temperatura debido al proceso 
mismo, tampoco se transmiten puesto que la conductividad es nula. 
Luego el proceso es isoentrópico esto es, de entropía constante. 

La gran ventaja de las idealizaciones hechas consiste en haber 
logrado este resultado, que será ampliamente utilizado en lo que 
sigue. 


238 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 

Ejercicios 

1. Demostrar que el trabajo efectuado por un gas ideal durante un proceso « 
termo es F‘w.cso iso. 

Wg = mR6 ln J 2 =mR8!n & 

V > P.2 

donde K, y V 2 son los volúmenes inicial y final. ¿Qué cantidad de calor es ah 
sorbido durante este proceso? ' Sdb - 

«gto'Tfey " P '°“” ad “ Wlí “ PreSiÓn y lem P eralura »»(„ 

k-1 

dp k = const. 

y que asimismo 

0 

k — i = const. 

P k 1 

3 .. Demostrar que la pendiente de la curva representativa de una transformación 
adiabática, en un diagrama p-V es mayor en un punto cualquiera que la de una 

punto repreSent3tlVa de una transfomia ción isoterma que pasa por el mismo 

4. Evaluare! trabajo realizado por un gas ideal sometido a un proceso adiabático 
entre los puntos correspondientes a las condiciones p¡ , E,, 0, yp 2¡ V 2 , 0 2 C on 

Respuesta: W = ~ _ Pi Vi p 2 V 3 

k- 1 

5. Un gas ideal a 300°K ocupa un volumen de 0.5 m 3 a una presión de 2 atm. 

H gas se dilata adiabáticamente hasta que su volumen sea de 1.2 m 3 Posterior¬ 
mente, el gas es comprimido a presión constante hasta su volumen inicial. Final¬ 
mente se le conprime a volumen constante hasta alcanzar la situación original. 

a) Representar el proceso cíclico descrito en un diagrama. 

b) Determinar la temperatura al final de cada transformación. 

c) Encontrar el trabajo efectuado durante el ciclo 
Se tomará k = 1.4 


Respuesta: 0 2 = 211% 0 3 = 87% W = 34 KJ 
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^ Mostrar que el cambio de entropía de una sustancia calentada reversiblemente 
a presión constante y suponiendo que el calor específico es constante, es dado 

P or „ 

A S = mc p ln ^ 

7 Calcular la entropía y la entalpia de un gas perfecto suponiendo c p y c v 
constantes. 

Respuesta: s - s 0 = c p ln^--R ln ^ = c « ln ^ ( ’ h ~ h ° ' Cp(J ° o) ' 

g. En problemas de balística exterior se utiliza, para un gas, la ecuación de 
estado de Abel, 

- b ) p = R9, 

donde b es el llamado covolumen. Suponiendo que los calores específicos son 
constantes, calcúlese: 

a) La entalpia h y la entropía s. 

b) El trabajo en un proceso isotermo y en uno adiabático. 

Respuesta: 1 

a) s - s 0 = c p ln -y- + c « ¡nj¡- 

— _ b 

Po 

h — h 0 — c p 6 + b p 

b) w, , 2 = R 9 ln —■ 


vw 1,2 — e u (0 2 0 1 ) 

9. Mostrar que para un fluido incompresible, (líquido, en forma aproximada), 
la energía interna es dada por 

u = c v 0 , 

donde c v es el calor específico, (a volumen constante, necesariamente), supuesto 
constante. 


7.3 Velocidad de propagación del sonido 

Como es sabido, la pro pa gación del sonido es un fenómeno mecánico 
mediante el cual una ligera perturbación de la presión se propaga en 
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el seno de un medio.Jefonnable. En el caso de un gas en particular . 
velocidad de propagación del sonido tiene una importancia con*/ 8 
rabie cuando éste, a su vez, se mueve. En efecto, d comoortarnim?.®' 

oue g H S ? distinto según sea su velocidad ma yor o n feS ,° 

que dicha velocidad de. propagación. -—P°r 

Ahora bien, cuando un gas se mueve, arrastra consigo cu a luu i 
onda de presión que pueda estar produciéndose y propagándose en J 
seno, üe donde aparece la necesidad de estudiar con cierto deteni 
miento el tenomeno combinado del movimiento del Huido v de i 
propagación del sonido en su seno. y a 

Para ello considérese un gas que Huye por un tubo con una veloei 
dad constante U, una presión p y una densidad p. 

Si en un momento dado ¿e 
pr oduce una perturbación en la 
velocidad del flujo , en una cier¬ 
ta sección, esta per turbación se 
propaga con una velocidad ab¬ 
luía u' , que se quiere evaluar. 

La veloci dad relativa de la per- 
turbación con respecto al 
fluido, se llama velocidad del 
sonido para esas condiciones de 
escurrimiento, y se escribe 

c= [If - U\ (7-38) 


En los esquemas adjuntos, el (1) 
representa las condiciones reales 
mediante las cuales se puede 
producir la perturbación en el 
gas. 

La tigura (2) indica las condiciones antes y después que el frente 
e la onda de presión ha pasado por una sección determinada. El 
trente de onda se desplaza con una velocidad IV 

En la figura (3) indica la misma onda y las condiciones preva¬ 
lecientes tales como las vería un observador que se moviera con la 
propia onda de sonido. Con respecto a él, la onda de presión está 
inmóvil y todo ocurre como si el fluido se desplazase hacia la iz¬ 
quierda con una velocidad U' - U. Se trata pues de un flujo 
permanente. 

Aplicando el teorema de Bernoulli (4.30) entre las secciones 
U) y (b) se puede escribir 

[ U ' ~ (V + . p + dp _ ( U' - U) 2 p 

2 ~p T ~ + 0 


U Onda de 

~0 presión 



( 1 ) 



( 2 ) 

(a) (b) 



Figura 7.4. 
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Por consiguiente, desarrollando, simplificando y despreciando los 
•Jrininos de orden superior, se obtiene 

(U' - U)dU = ^-.' (7-39) 

P 

por otra parte, la ecuación de continuidad, aplicada al volumen de 
control indicado, permite escribir que 

(U’ - U)Ap = (U 1 - U — dU)A (p + dp). 

de donde, después de simplificar 

dU={lT -U)& (7-40) 


Combinando las relaciones (7.36) y (7.40) obtenemos, sucesivamente 




(7-41) 


Es decir que la velocidad del sonido, relativa al fluido en movimiento 
es dada por _ 


ff-U=tc-± 

dp 


(7-42) 


De esta manera, la velocidad absoluta del frente de la onda de sonido 


U' = U ± c. 


(7-43) 


es decir, como se apuntó inicialmente, que la onda es “arrastrada” 


p or él fluido. Su velocidad^ es 
pues mayor en la dirección del 
flujo y menor cuando se desplaza 
en su contra. 

Estas observaciones permiten 
comprender la distinción entre 
flujo subsónico y flujo supersó¬ 
nico. 

Consideremos una fuente pun¬ 
tual que emite ondas de presión 
en todas las direcciones. Si el 
fluido está inmóvil, estas ondas 
son esféricas. 



— i- 

I 

Figura 7.5. 


1 La variación de densidad p no interviene en (7.39), sino como un infinitésimo 
de segundo orden. 
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Si la fuente sonora se encuentra en el seno de un fluido que est ¡ 

moviéndose con una velocidad U < c, (esto es | < I, flujo subsó. 

nico), aparece una dmnreft4a en las ondas sonoras, ya que éstas so 
arrastradas por el Unirlo 



Figura 7.6. 


Visto en plano, las superficies de onda presentan la disposición 
disimétrica indicada. Las esferas de onda son “barridas” aguas bajo. 
Un punto A recibe el sonido emitido por 0, pero mucho más tarde 
que el punto tí colocado a la misma distancia. 



Figura 7.7. 
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Si la velocidad del flujo U > c, (esto es — > ' • flu jo su pe r- 
n, situación cambia radicalmente ya que las ondas^sonoras 
PgTiv.'rri^s totalmente agua Tabgjo. bl somdóHñmórTTe^. un 
(Sito tal comS A. En cambio los frentes de onda admiten como 
^ n v^TvénTeuñá~s uperficie cónic a, en la cual el cambio de presión «o 
„ , , Tmdli éem^ertiirbación sino un brusco salt o_d_e nTagmlULLiimLl- 
A dice entonces que se ha creado una onda de choque que. en el 
caso de una fuente puntual, toma la forma de un cono. 

Este cono llamado cono de Mach, tiene un ángulo en el vértice 

dado por 

sen a = ^ (7-44) 

esto es 

sen a = , (7 *45 > 

donde el número adimensional 

M=- (7-46) 

c ’ 

es llamado número de Mach. 

Como se ve, la evaluación de la velocidad del sonido es de gran 
importancia en el movimiento de un fluido compresible. 

Su determinación mediante la relación ( 7.42 ) no queda suficien¬ 
temente aclarada, puesto que no precisa en qué condiciones se 
comprime el gas. Si admiti m os que en ese fenómeno el gas se 
comporta como si tuviera v iscosidad nula y no cnndllQ E calor _mn- 
cluímos que el proceso de compresión se producejsqg nüPJlLcamentc. 

(Ver 7.37) y .... . . , 

Si entonces se expresa la presión como función de las coordenadas 

termodinámicas densidad y entropía 

p = p(p.s), (1-M) 

esto es 

dp= ( i? )pds+ O * dp ’ (7 ' 48) 


se tiene, para una leve compresión isoentrópica, (ds - 0) , 


i 




(7-49) 
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Caso de un gas ideal 

Se lia definido un gas ideal como un gas no viscoso, no conductor 
que satiufuce la ecuación de estado (7.24) 

p = pR 9< 


En un proceso isocntrópico, esto es. adiabático, un gas ideal cumule 
con la relación (1.32) o (7-36) 

p/p k = const. \\ \ 


Por consiguiente la velocidad del sonido es 




(7-50) 


Este resultado fue comprobado experimentalmente en el siglo XIX, y 
confirmó la hipótesis (hecha por Laplace) de que el fenómeno sonoro 
se producía en condiciones isoentrópicas. 


Ejercicios 



1. Determinar el cambio de temperatura que se produce a través de una onda 
infinitésima de presión cuando el cambio de velocidad es dU. 

Respuesta: ¡jq — ^ ~ O d y 

c 


2. ¿Cuánto varía la velocidad del sonido en el aire cuando la temperatura varía 
de un grado cerca déla superficie terrestre (15°C), y en la estratosfera, (-55°C) ? 

Respuesta: 1 dQ 

2 0 


3. ¿Cuál es la velocidad del sonido en el hidrógeno a 0°C, sabiendo que éste gas 
es 14.4 veces más ligero que el aire y que la k es la misma que para el aire? 

Respuesta: 0.264 de la velocidad del aire. 

4. Newton pensaba que la propagación del sonido se producía mediante un 
proceso isotemio . ¿Cuánto debía de ser la velocidad del sonido en el aire, a 
20°C, en esa hipótesis? 

Respuesta: 290 m/seg. 

5. Un avión se desplaza horizontalmente a una velocidad subsónica U. ¿Cuál es 
'a velocidad del sonido que emite, con respecto al propio avión, en un punto 
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gU as arriba y en otro punto aguas abajo del mismo, situados sobre la trayec- 


flespuesta: c - U, c + l. 

Trazar para el caso del aire a 20°C. la curva que da el ángulo de Mach en 
Unción de la velocidad U. para nümeros de Mach comprendidos entre 1 y 2. 

'A ' 

7 4 Teorema de Bernoulli 

\pi movim iento de un compresible ideal ejjsfífijltrápico, como 

* se ha visto. Por consiguiente el teorema de Bernoulli, para un 
régimen permanente se escribe, a lo largo de una línea de corriente 

(4.25) 

+ = B. (7-51) 

2 J P 

Dado que las fuerzas de gravedad son despreciables y que se cumple 
(7.36) , la integración arroja inmediatamente 

I tfí . jJL-£± = V±+ k - • I (7-52) 

2 k-l p, 2 k -1 P 2 | 

Se observa también que, según (7.30) , 


(7-51 ) 


u\ -k 

£± = 

u\ . * 

Pa . 

2 k -1 

Pi 

2 k —1 

P2 


P. = Sju jP = c p e 
k-l p R P 


(7-53) 


El teorema de Bernoulli se escribe pues también 


¡T 2 [J 2 

-y 4 C p 0, = + C p 6 : 


(7-54) 


e indica que el flu jo compresible isoe nlmpico^comojmjj je csp ciai . 
in volucra un cambio de tem peratura del fluido . 


Condiciones de estancamiento 

En un flujo cualquiera se llaman propiedades de estancamiento 
aquellos valores de la presión, densidad, temperatura, etc. que 

2 El lector observará que el hacer intervenir la temperatura en el teorema de 
Bernoulli. esencialmente •mecánico’', implica aceptar la equivalencia del traba,o 
y el calor, es decir, la primera ley de la Termodinámica. 
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toma el fluido en una zona o en un punto en el cual la velocidad es 
nula. 

CQmQ_aenittlQs^cabejii £ncionar el caso de un fluido ijp.it r » 
un d epósit o, o bien en un punto de estancamiento . Las propiedades 
de estancamiento pueden calcularse también en un punto cualquiera 
representan las condiciones! usadas frecuentemente como referencia') 
que existirían en el punto, de hacer en él U = 0. (Ver 5-51). 

Resulta fácil calcular los valores de estancamiento en función de 
las condiciones de flujo en un punto cualquiera a lo largo de una 
misma línea de corriente. 

Así, por ejemplo, entre los 
puntos B 0 y /í, se puede es¬ 
cribir, sabiendo que U 0 - 0 

k Po = k p Ü 1 

k-l p 0 k]p 2 ’ 



de donde, despejando 


y por consiguiente 


Figura 7.8. 


Po _ P + k - 1 U 2 
•Po P k 2 


Po _ Po + k-\ l/ 1 _ po S A-l U 2 

p p + k Po ^p~ [x ir p 2f l 


es decir, recordando (7.50) 


£»=[]+*—! o = (E °-] k-1 fi i k 
P 1 2 k p p { p J lH —Y F 1 


Se obtiene así la razón de la presión a la presión de estancamiento en 
función del número de Mach 



lista relación es también valida cuando se quiere saber qué presión 
habría en un punto H cualquiera, si en él se redujese isoentrópica- 
mente a cero la velocidad. lis la primera de las llamadas relaciones 
iso en trópicas, las cuales por su importancia, han sido calculadas, con 
los resultados indicados en forma de gráficos y de tablas. (Tablas 7 y S). 
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Otras relaciones isoentrópicas se obtienen considerando las 
temperaturas y las densidades. En electo, recordando que en un pio- 
ce so adiabático 

0 _ÍJP\ * (7-5ó) 

V l Po / 


P = (p_ y/fe (7-57) 

Po \ Po ) 

\ 

s e obtiene 

0 _ I _ 

°o , + Izi, M* 

2 

_P_ _ _ _J__ 

Po (i + M 2 ) 'A-i 

También estas relaciones festan calculadas en las tablas 7 y 8. 


Ejemplo 1: 

Calcular la velocidad U en un punto Pde una línea de corriente, dada la presión 
en ese punto y las condiciones de estancamiento en otro punto P 0 . Se supondrá 
flujo isoentrópico. Determinar también la presión de estancamiento, dada l . 
Aplicando el teorema de Bernoulli entre Po y P, se tiene 

k Po _ k p^ > 

k-l Po k-l p 2 

de donde 

U 2 _ _ I P o _jPs 
2 *-1 \Po P 

Recordando que 


se obtiene la fórmula de St Venant- Wantzel (1839): 




(7-58) 

(7-59) 

i 


(7-60) 
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Ejemplo 2: 

Demostrar que la velocidad del sonido en un gas ideal que se mueve con u na 
velocidad U, es dada por 

¿•-ci-vi- fi- 

donde c o = k ^ es la velocidad del sonido cuando el fluido está en resposo 
Sabemos que 

c*=kP-. 


Aplicando el teorema de Bemoulli entre un punto donde el fluido está en 
reposo y el punto donde tiene la velocidad U 

k Po _ k p V 2 

k-\ p 0 k-1 p 2 ’ 


c o = _fL+ yL 
k — 1 k-\ 2 


de donde 


-*ZÍ-W 


(7-61) 


Esa velocidad se llama velocidad local del sonido. 


Ejercicios 

1. Escribir el teorema de Bemoulli suponiendo un proceso isotermo de 
compresión entre dos puntos de una misma línea de corriente. 

Respuesta: (j 2 ^ 

T“ + flVs + RQ 0 In p 2 = -J- + gy¡ + R e 0 In Pl . 

2. Un tubo colocado en la proa del ala de un avión mide la presión de estan¬ 
camiento, que es de 1.5 bar, cuando la presión no perturbada es de 0.95 bar, y la 
temperatura de 10°C ¿Cuál es la velocidad del avión? 


Respuesta: 282 m/seg. 
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9 Un ventilador centrífugo suple aire a una tubería de 30 cm de diámetro, que 
f emboca en la atmósfera, (1.013 bar). En un punto aguas arriba del extremo 
' i tubo un termómetro colocado en la corriente de aire indica 32 Cylavelo- 
d< dad media resulta ser de 35 m/seg. La caída de presión entre el punto conside¬ 
rado y la salida es de 15 cm. de agua. Suponiendo el flujo isoentrópico se 

pre f) UI Determinar el número de Mach en el punto donde se mide la temperatura. 
i observará que puede existir duda acerca del significado de la lectura y se 
onsiderarán los dos casos posibles, a saber: que la temperatura indicada es la de 
estancamiento o que es la del medio circulante. 

\ b) Calcular el caudal en masa y la densidad del fluido a la salida. 

Respuesta: M = 0.1, m = 2.9 Kg/seg. 


7.5 Flujo unidimensional isoentrópico 

Conviene recordar que en un flujo unidimensional se considera el 
movimiento de un fluido a lo 
largo de un tubo de corriente, 
de manera tal que las mismas 
condiciones rigen en cada sección 
del tubo. Naturalmente dicha 
sección puede ser variable.y si el 
fluido es compresible esa va¬ 
riación influye considéraTSle- 
mente en la nat uraleza del 
movim iento. 

Las ecuaciones fundamentales 
que rigen el flujo isoentrópi- Figura 7.10. 

co en un tubo han sido ya 
deducidas anteriormente: 

a) La ecuación de continuidad, a saber, (3.14) 

pUA = const. (7-62) 

o en forma diferencial 

=0. (7-63) 

p U A 

b) La ecuación de Bemoulli , como se ha visto, (7-52) 

k p LP 

X^T p 2 



= const. 
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También en forma diferencial, para un régimen estacionario v 
siempre despreciando la gravedad, (4.23), y 


o bien 


UdU + = 0 , 

P 

U dU + c p dd = 0. 


(7-65) 


c) La relación de Laplace, que da la velocidad del sonido, como fe¬ 

nómeno isoentrópico 



(7-66) 


Teoremas de Hugoniot 

De las relaciones anteriores se puede determinar la influencia de un 
cambio (continuo) de la sección del tubo sobre las otras característi¬ 
cas del movimiento. 

En efecto, de (7.63) se tiene 

dA dp dU 

A p U ' 

que,combinada con (7.65) y (7.66), conduce a 


dA _ dp 
A ~ jm ( 


F' p £/ 2 


(1 


- M 2 ). 


(7-67) 



Estas relaciones constituyen las llamadas fórmulas de Hugoniot 
()) , quien dedujo de ellas las siguientes propiedades: 

ler.,Teorema. En - urui_z ona de flujo subsónico (M< 1), la velocidad 
y el arca de la sección varían en sentido contrario. Ello se deduce 
inmediatamente de la ecuación (7.68), escribiéndola 


I dA 
A dx 


1 

i 



M 2 ). 


(7-69) 


I 
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L 0|lt | e x es la abscisa a lo largo del tubo de corriente. 


Convergente 
U T 


Divergente 

U\ 


Figura 7.11. 


I Bte resultado era ya conocido en el caso de un flujo de densidad 
\ constante. Vemos que se cumple también para un flujo compresible 
Subsónico. 

2 do. Teorema. Es un a zona de flujo (M > 1) , la ..velocidad y el área de 
]., sección reda varían nn-el-mi&mo sentido. 


Convergente 

U\ 


M > 1 


Divergente 

Ut 


Figura 7.12 

3er. Teorema. En un tubo de sección variable, la velocidad del 
ndo compresible sólo pued e ser igual a la velocidad _c|el sonido en 
la~garga nta. 

En efecto la relación (7.68) se puede escribir 


1 dA _ J dU 
A dx U dx 


(1 -A/ 2 ) 


(7-70) 


Si se admite que la velocidad 
no necesariamente pasa por un 
máximo o mínimo, esto es 


dU 

dx 


* 0 


la condición M | \J 


implica 0 . 




es decir une el área del tubo 
p asa por un máximo o— tm 
mínimo. 



Figura 7.13. 
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Mostremos_jLue no puede tratarse de un máximo h) l 

efecto si e' flujo aguas arriba es subsónico, como en esa zona e| 

: eloddad disminuye y d nuj ° 1 
Si, por otra parte, el flujo es supersónico aguas arriba al aumentar 
A en la zona divergente aumenta también U, y por consiguiente,.. 

cZ:T:r rs6nico - Por consiguieme tam ^° c ° u d V ab r 

Caso a: Si se repite este razonamiento, se ve que es físicamente 
posible que la condición (7.70) se cumpla, y por consiguiente, m,. 
implique la (7.71). Queda pues demostrado el teorema. *" 

s de observar que también dA = 0 cuando dU = 0 siendo M = i 1 
tanto en el caso (a) como en el ( b ) Luego dA = ’0. no implica’ 
M - L y la reciproca del tercer teorema no es cierta. 

Condiciones críticas y veloci¬ 
dad reducida. Cuando ía veloci¬ 
dad del fluido alcanza la 
velocidad del sonido (velocidad 

sónica), acabamos de ver que lo ~r^ U cr¡t 

hace necesariamente en'una gar- ' 

ganta,y entonces 




M = 1 . 


Figura 7.14. 


Los valores de la presión, densidad y temperatura en esas condiciones 
se llaman propiedades criticas y se dice que se tiene un flujo critico: 


Pe c c . 0 C . 


Las relaciones isoentrépicas permiten calcular esas cantidades inme¬ 
diatamente. Introduciendo M = 1 en (7.55), (7.58) y ( 7 . 59 ) se tiene 
en efecto 

(7 - 72 > 





1 

k -1 


y del teorema de Bernoulli, (ejemplo 7 . 4 . 2 ) 



k + 1 


(7-73) 

(7-74) 

(7-75) 
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Las propiedades críticas son a veces usadas como valores de referen¬ 
cia. En particular, se llama velocidad reducida a la cantidad 

U c = (7-76) 

c 

que goza de importantes propiedades. 

Caudal 

Por definición, el caudal en masa por unidad de área en una tubería, 
se puede calcular a partir de 


m - ti 

A ~ pU Re U ’ 


(7-77) 


obteniéndose sucesivamente 

m _ pU jk _ / S 0 J 1 

~Á~ s]~kRé ^R ’ 6 e o 

M , k / k — 1 j..2 

“ p s/ei V « V ‘ ~ 

Si se quiere obtener dicho caudal en función únicamente del número 
de Mach, se utiliza la relación isoentrópica (7-55). 


(1 + M 2 ) k/h 




de donde 


1 


r .— M 

rñ 

Po 

/L k + i 

~A~ 

1 ° 

CCJ 

’> 

R (1 + k 1 A/2 )2(V - D 


-m . 

(7-78) 


Flujo isoentrópico en una tobera convergente 

Se llama tobera en general un tubo corto de sección rápidamente 
variable que se instala en el extremo de una tubería por la cual 
circula un fluido compresible y que descarga a un “medio ambiente” 
externo a la tubería, muy a menudo el aire. 
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Para estudiar las condiciones de funcionamiento de una tober 
se hace necesario precisar cuáles son éstas, aguas arriba y aguas ah- •*’ 
del aparato. a Jo 


En el esquema adjunto se indican las condiciones aguas arrih 
mediante un supuesto depósito, donde se verifican las condiciones , 
estancamiento. Una tubería, cuya longitud no se toma en cuenta u 6 
este depósito a la tobera. Aguas abajo, por otra parte se simboli^ 
una cámara receptora que materializa el “medio ambiente” de saín' 3 
y cuya presión puede ser controlada. aa 


p a presión del ambiente 



i 

i 

i 


Figura 7.15. 


El funcionamiento de una tobera como la descrita puede concebir¬ 
se de la siguiente manera. 

Caso a. Supóngaseque la presión del ambiente aguas abajo es igual a 
la presión de reposo p 0 

Pa=Po (7-79) 

Entonces, al no haber gradiente de presión, no hay escurrimiento. La 
presión es p Q en todas partes. Se trata del caso estático, y también 


Ps = Po 
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■Q¡so b. Si la contrapresión es disminuida levemente, permaneciendo 
superior al valor crítico ( p c )> 

p c < Pa < Po 


se inicia un flujo subsónico en la tobera y a la salida se tiene 

M < 1, p, « Po 


(7-80) 


Caso c. La contrapresión p a es bajada hasta el valor crítico 

pc = Pa < Po- 


entonces el flujo es subsónico en la tobera, pero U alcanza la velocidad 
del sonido en la garganta. 


M = 1, P. = Po = Pc 


(7-81) 


En ese momento el caudal alcanza el valor máximo, dado por (7-78) 
con M = 1:_.___ 1 


m max Po 
j 4 c \/ 0 - 


Po „/& ,2 \2 (k —i) (7-82) 

- Tm 


Caso d. La contrapresión t>„ se hace inferior a la presión critica 

Pa < Pc 


Entonces el caudal no sigue aumentando puesto que la velocidad y 
demás condiciones en la garganta permanecen tijas. Se dice que 
tobera está estrangulada . 

Cuando este fenómeno ocurre, el chorro (sónico) de fluido, des¬ 
carga en un ambiente a menor presión que lo circunda. 

Posteriormente el chorro se mezcla con el ambiente mediante una 
serie de procesos no isoentrópicos (ondas de choque), como se verá 
más adelante, y también, en el caso real, por disipación viscosa. 

La variación de presión a lo largo de la tobera Pía los casos consi¬ 
derados aparece representada cualitativamente en el gráfico adjunto 
al esquema de funcionamiento. 

La variación de presión en el chorro a la salida p s /Po puede estu- 
diarse en Ción de la presión del ambtenle de sal,da o contra- 

presión. 
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P 0 

Figura 7.16. 


Por otra parte la variación del caudal en función de la contrapre¬ 
sión es dada gráficamente en la figura, siendo m max el obtenido pre¬ 
viamente (7.82). 



Figura 7.17. 

Ejemplo 1: 

Un pequeño cohete está equipado con una tobera convergente que, para ciertas 
condiciones de funcionamiento, despide una mezcla de combustible y de oxidan¬ 
te a razón de 5 Kg/seg. El peso molecular de esa mezcla puede tomarse de 100 y 
k— 1.3. 

Si la temperatura de la combus¬ 
tión es de 2500°C y la presión interior 
de 35 bar, se pide estimar el empuje 
de la tobera si el gas descarga en la 
atmósfera donde la presión es de 1 
bar. 



Figura 7.18. 
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Solución 

primero que ha de hacerse es estudiar cuál es el régimen de ese flujo. Para 
e Uo calculamos la presión crítica p c . Partiendo de (7-72), tenemos 

te 1.3 

Pc = P° (TTT )fc_1 = 35 ( X3 )0 ' 3 = 35 x 0 546 = 1910 bar 

pado que la presión ambiental es p a — 1 bar, se tiene 

Pa <Pc 

y el flujo en la tobera estará estrangulado. 

El caudal (máximo) es dado por (7.82) y puesto que m = 5 Kg/seg, se puede 
calcular el área de salida necesaria 



26.1 X 10 4 = 510 m/seg. 
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que es la velocidad del sonido a esta temperatura. 

Para calcular el empuje se aplica ahora la ley de la cantidad de movimiento 
según el cual 


F-(p c -p a )A c = mlí 

de donde 

F = m U + (p c - Po)A c 

= 5 X 510 + 18.1 X 10‘ X 10.3 X 10^ 




Respuesta: 0.326 Kg/seg. 


= 2550+ 1810= 4360 N. 


7.6 Flujo isoentrópico en una tobera convergente-divergente 


Ejercicios 


1. Determinar la expresión del caudal en masa dado por un tubo de Venturi 
en flujo compresible (subsónico) en función de las áreas délas secciones de entra¬ 
da A , y de la garganta A 2 y de las presiones correspondientes. 

Mostrar que se obtiene una expresión del tipo 



donde Eesel “factor de expansión’’ cuya expresión se evaluará. Se hará una 
representación gráfica de Y para K =1.4 y diversos valores de p 2 /p t , toman¬ 
do A 2 /A , como parámetro. 


Respuesta: 


Y = 


JLt(£í.)» [,-(£!.;> 


2. En una tobera convergente encontrar la expresión del caudal en función de la 
presión del ambiente a la salida o contrapresión. Recordando el fenómeno de la 
estrangulación, comprobar el trazado dado en el texto. 

3. Un gran recipiente de aire, en el cual la presión es de 10 bar y la temperatura 
es de 300°C, es puesto en relación con la atmósfera, donde la presión reinante 
es de 1 bar. mediante una tobera convergente cuya sección de salida es de 2 cnr 

pide el caudal en masa en la tobera. 
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Ll ingeniero sueco De Luval lúe quien construyó e hizo funcionar po r 
primera vez, una tobera convergente—divergente, en una turbina de 
vapor. 

Para estudiar los lenóntenos que se producen en una tobera de 
este tipo, se considera un montaje como el indicado esquemática¬ 
mente en el dibujo, con condiciones de estancamiento aguas arriba 
dadas y una presión ambiental (ó contrapresión) aguas abajo q Ue 
puede ser variada desde el valor p 0 hasta un valor muy bajo. 

Los fenómenos que se producen en la parte corvengente de | a 
tobera son parecidos, debido a los teoremas de Hugoniot, a los que 
ocurren en una tobera simplemente convergente, como la ya estu¬ 
diada. Para ver qué puede ocurrir en la zona divergente de la tobera, 
consideremos la expresión del caudal (7.78) y del caudal máximo 
(7.82). Dividiendo una por otra se obtiene 


La representación de esta relación funcional, hecha para k = 1.4 
(aire), indica que, una vez producida la estrangulación en la garganta, 
ja tobera divergente dada puede albergar dos tipos de escurrimiento 
isoen trópicos: uno subsónico y el otro supersónico. Cuál de los 
dos se producirá, depende naturalmente de la contrapresión a la 
salida de la tobera. 

Se presenta entonces una serie de posibilidades bastante pare¬ 
cida al caso de una tobera simplemente convergente. Las curvas de 
pipo y de A/ en función de la abscisa, que acompañan el esquema de 
montaje indican esas diversas posibilidades. La variación de Ai con la 
abscisa ahí indicada proviene de expresar A¡A C en función de* para 
una tobera dada y de utilizar la relación (7.83) para obtener las curvas 
CM P y CM b . 



= _L r—?— 

M 1 k +1 


(1 + 


k —1 


k +1 

lií*)] 


(7-83) 



A 


A c 


Estudio de los distintos casos de flujo isoentrópico 

Caso a. Si la presión ambiental p„ es igual a la presión de reposo R 
(o estancamiento), aguas arriba de la tobera 

Pr = Pa — Po> 


naturalmente no hay flujo. 

Caso b. Cuando se tiene 

Pa < Po - 

pero no demasiado, el flujo es subsónico a lo largo de toda la tobera; 
la velocidad en la garganta no alcanza el valor sónico. 

Caso c. Para un determinado valor de la presión ambiental, 

Pb~ Pa < Po 

la velocidad en la garganta sí alcanza el valore. El flujo sin embargo 
se produce subsónicamente, con un aumento de la presión y una baja 
velocidad en toda la zona divergente. 

Caso d. Si la presión ambiental es tal que 

Pa < Pb 


1 


234 5 6789 10 

Figura 7.20. 




y que su valor sea representable en el esquema por un punto tal como 
el d, la situación se complica. Antes de analizar este caso conside¬ 
remos primero el siguiente. 
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C uso e. Si lu presión ambiental ha bajado hasta un cierto valor p ¿; 

Pa = Pe 

tal que corresponda al flujo supersónico^ previsto en la relación 
(7.83) y el gráfico adjunto, el flujo en la parte divergente de ¿ 
tobera es totalmente supersónico, con un aumento de la velocidad 
al aumentar la sección, y una disminución de la presión. Las reía 
dones isoentrópicas (7.55) y (7 59 ) permiten calcular las caracte¬ 
rísticas de ese flujo para una sección dada . Es de notar también q Ue 
el paso de flujo subsónico al supersónico se produce de manera suave 
(continua) en la garganta de la tobera. 

Caso d (bis). Volviendo al caso en que 

Pe ^ Pa ^ Pb 

el fluido se encuentra ahora en una situación conflictiva: por una 
parte la presiónes menor que la mínima a que se puede llegar 
mediante un flujo subsónico isoentrópico hasta la salida, pero 
es mayor que la que tendría, de ser el flujo totalmente supersónico. 
La naturaleza resuelve este problema mediante un cambio brusco y 
repentino de flujo: en una cierta sección de la zona divergente, se 



Figura 7.21. 
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mduce una onda de choque es decir una región extremadamente 
^trecha en la cual hay un aumento repentino y finito de presión as 
P o cambios correspondientes en la densidad y la temperatura. Los 
C ° 'esos internos que se desarrollan en la onda^de choque son 
l T, miente irreversibles . de manera que en la tobera el flujo ya no es 
soentropico, aunque lo sigue siendo antes y después de la onda 

Lo que ocurre en la tobera, entonces es lo siguiente: el flujo es 
subsónico aguas arriba de la garganta; se estrangula en ella y pasa a 
\ u ners<)nn c >anuas abajo, hasta una sgcdóñjntermedia y en donde se 
o/oduce la -onda de choque (onda de choque normal si no se toman 
eñ cuenta ciertos efectos secundarios a considerar mas tarde). Pe ahí 
e n adelante, el flujo es de nuevo subsónico, saliendo el extremo de a 
tobera en un chorro cuya presión es la del medio ambiente p Q = p d - 


Caso f. Si 


Pf — Pa < ' Pe< 


se tiene otro caso de flujo que necesita una discontinuidad para 

adaptarse a la presión ambiental exterior. , 

Sin embargo, en este caso, el flujo dentro de la tobera es total¬ 
mente isoentrópico: subsónico en la zona convergente, supersónica 
en la divergente. Al salir al medio ambiente la presión del chorro 
es n ■ mediante ondas de choque normales y oblicuas fuera de la 
toféí^ZaZacomoda a la presión ambiental menor. Este punto 

será discutido también más abajo. , ,, , 

Es evidente de lo dicho, que se impone un estudio mas detallado 
del nacimiento y las propiedades de las ondas de choque. 


Ejemplo 2: 

a Si el cohete del ejemplo 1 es equipado ahora con una sección divergente 
adicional de manera que la presión de salida resulte reducida exactamente a la 
presión del ambiente (expansión completa), se pide el empuje bajo esas condi- 


b. Calcular también el empuje supo¬ 
niendo que el área de salida de la sec¬ 
ción divergente es disminuida en un 
10% con respecto al área necesaria 
para una expansión completa. 


! Difusor 


Figura 7.22. 
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Solución 

1. La presión en la garganta es la presión crítica 

Pe = 19.10 bar 

previamente encontrada. Si esa presión ha de ser reducida a 1 bar isoentrópi ca 
mente, ello es sólo posible mediante un flujo supersónico en el difusor, ya q Ue 
sólo éste permite una baja de presión. El número de Mach en la garganta 
pues. A/, =1. s> 

En la sección (2) la presión ha de ser ambiental 

Pi = Pa. 

luego 

* 

= ~ =0.0286. 


Con este valor y usando la relación isoentrópica (7-55) se calcula Af 2 , y de ahí, 
aplicando las otras dos relaciones isoentrópicas (7.58) y (7.59) se obtienen los 
valores de © 2 /0 o y p 2 /p 0 , así como A/A c a partir de (7-83). 

El uso de las tablas al final del capítulo alivia considerablemente estos 


cálculos. En el caso presente se tiene 



M 2 = 2.93, J) 2 /p 0 = 0.063, 9/e 0 = 0.438, -d*- = 4.73 


Conocido el número de Mach, se calcula la velocidad dei fluido 


U 2 = M 2 c 2 = \fkR9 2 M 2 = Vi-3 X 8314 X 0.438 X 2773’X 2.93 


— 10 2 X Vl3,15X 2.93 = 1060 m/seg. 

La fuerza de empuje es 

F = 5 X 1060 = 5300 N, 

se observará que es mayor que cuando la tobera no tenía difusor. En cuanto 
al área de salida (dato que será útil a continuación) , se tiene 

A 2 = 4.73 A e = 4.73 X 10.3 X 10~ 4 = 48.7 X 10' 4 m 2 = 48.7 cm 2 . 

2. Si el área de salida es disminuida en un 10% se tiene el nuevo valor 

A' 2 -- 0.9 X 48.7 X 10~ 4 = 43.9 X 10' 4 m 2 
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p 0r consiguiente, entonces 

A 2- = 0.9-4^- = 0-9 X 4.73 = 4.26 
A c A c 

n este valor y utilizando las relaciones isoentrópicas se calculan los nuevos 
flores A f 2 , p' 2 /p> O'i IB y PilPo • Utilizando las tablas se obtiene 

I p' Q* 

jjf - 2 83- — = 0.0325; — = 0.072; = 0.454. 

m 2 - 2.5J, po po a 0 

la presión en el chorro de salida es ahora 

p\ = 35 X 0.0325 = 1.14 bar 

es decir que la presión ambiental (p a = 1 bar) se encuentra en la situación del 
punto /de la Figura, con 

p f = p 0 - 1 bar <p\ = Pe = l.M bar. 
la velocidad es entonces 


U' 2 = M 2 \JkR 9' 2 = 2.83 X Vi-3 X 83.14 X 0.454 X 2773 = 1054 m/seg 


Empuje: 


F= m í/¿+(p' a -p.)4'a = 5225 + 60 = 5285 N 


Ejemplo 3: 

Una tobera para un cohete ideal ha de funcionar a una altura en que la presión 
del aire es de 0.12 bar, (aproximadamente 31000 m en una atmósfera nom ). 


Si ha de dar un empuje de 7000 
Newtons cuando la presión generada 
del motor es de 14 bar y la tempera¬ 
tura es 2800°C, se pide cuáles son las 
áreas óptimas de la garganta y de la 
salida. Tómese k = 1.40 y R = 290 
m 2 

seg *°K 



Figura 7.23. 



Solución: 


Las ° ,ndiciones dadas dcntro dcl son las de estancamiento. Las condicio. 

nos óptimas se producen cuando el flujo es isoentrópico sub y supersónico 
sucesivamente, • 


ss ^ 


l>o = 14 X 10 $ n T : e„ = 2800 + 273 = 3073 C K 


m 


( .empatando con la salida, se tiene la relación de presiones 


Pi = 0.12 


= 0.00858 


Po 14 

De las tablas isoentrópicas se deduce que, con k = 1.4, A/ 2 = 3 .g y 

0 2 


£ - »- 8 . 


— 0.256 


Luego la temperatura de los gases a la salida es 

d 2 = 0.256 X 3073 = 785 °K 

Velocidad a la salida: 


u 2 = c 2 M 2 = 3.8 X V1.4X 290X 785 = 2140m/seg 
Para el cálculo del empuje hay que calcular la densidad 

= 4 = S =o ' o527k ^ 3 


De la ecuación del empuje 


F = 7000 N = p 2 A 2 U\, 


se deduce el área de salida de la tobera 


A, 


F 


7000 


‘ 2 " PiUl 0.0527 X 2. Í40 2 X 10* 
y como A 3 /A c = 8.8, el área de la garganta 


= 10* 3 X 29 m 2 


A c - 


290 cm 2 
“ 8.8 


33 cm 2 
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Tabla 7.2. 

FLUJO ISOENTROPICO UNIDIMENSIONAL 
k= 1.4 


a/a„ p/ Po p/ Po e/e 0 a p ¡a c p 0 


0 

OO 

1.00000 

0.05 

11.592- 

0.99825 

0.10 

5.8218 0.99303 

0.15 

3.9103 

0.98441 

Q.20 

2.9635 

0.97250 

0.25 

2.4027 

0.95745 

0.30 

2.0351 , 

0.93947 

0.35 

1.7780/ 

0.91877 

0.40\ 

1.5901 

0.89562 

0.45 J 

1.4487- 

0.87027 

0.50 

1.3398 

0.84302 

0.55 

1.2550 

0.81416 

0.60 

1.1882 

0.78400 

0.65 

1.1356- 

0.75283 

0.70 

1.09437 

0.72092 

0.75 

1.06242 

0.68857 

0.80 

1.03823 

0.65602 

0.85 

1.02067 

0.62351 

0.90 

1.00886 

0.59126 

0.95 

1.00214 

0.55946 

1.00 

1.00000 

0.52828 

1.05 

1.00202 

0.49787 

1.10 

1.00793 

0.46835 

1.15 

1.01746 

0.43983 

1.20 

1.03044 

0.41238 

1.25 

1.04676 

0.38606 

1.30 

1.06631 

0.36092 

1.35 

1.08904 

0.33697 

1.40 

1.1149 

0.31424 

1.45 

1.1440 

0.29272 

1.50 

1.1762 

0.27240 

1.55 

1.2115 

0.25326 

1.60 

1.2502 

0.23527 

1.65 

1.2922 

0.21839 

1 70 

1.3376 

0.20259 


1.00000 

1.00000 

OO 

0.99875 

0.99950 

11.571 

0.99502 

0.99800 

5.7812 

0.98884 

0.99552 

3.8493 

0.98027 

0.99206 

2.8820 

0.96942 

0.98765 

2.3005 

0.95638 

0.98232 

1.9119 

0.94128 

0.97608 

1.6336 

0.92428 

0.96899 

1.4241 

0.90552 

0.96108 

1.2607 

0.88517 

0.95238 

1.12951 

0.86342 

0.94295 

1.02174 

0.84045 

0.93284 

0.93155 

0.81644 

0.92208 

0.85493 

0.97158 

0.91075 

0.78896 

0.76603 

0.89888 

0.73155 

0.74000 

0.88652 

0.68110 

0.71361 

0.87374 

0.63640 

0.68704 

0.86058 

0.59650 

0.66044 

0.84710 

0.56066 

0.63394 

0.83333 

0.52828 

0.60765 

0.81933 

0.49888 

0.58169 

0.80515 

0.47206 

0.55616 

0.79083 

0.44751 

0.53114 

0.77640 

0.42493 

0.50670 

0.76190 

0.4041 1 

0.48291 

0.74738 

0.38484 

0.45980 

0.73287 

0 36697 

0.43742 

0.71839 

0.35036 

0.41581 

0.70397 

0.33486 

0.39498 

0.68965 

0.32039 

0.37496 

0.67545 

0.30685 

0.35573 

0.66138 

0.29414 

0.33731 

0.64746 

0.28221 

0.31969 

0.63372 

0.27099 
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Af A/A e p / p o P/Po A p /A c p 0 


1.75 

1.3865 

0.18782 

1.80 

1.4390 

0.17404 

1.85 

1.4952 

0.16120 

1.90 

1.5552- 

0.14924 

1.95 

1.6193 

0.13813 

2.00 

1.6875 

0.12780 

2.05 

1.7600 

0.11823 

2.10 

1.8369 

0.10935 

2.15 

1.9185 

0.10113 

2.20 

2.0050 

0.09352 

2.25 

2.0964 

0.08648 

2.30 

2.1931 

0.07997 

2.35 

2.2953 

0.07396 

2.40 

2.4031 

0.06840 

2.45 

2.5168 

0.06327 

2.50 

2.6367 

0.05853 

2.55 

2.7630 

0.05415 

2.60 

2.8960 

0.05012 

2.65 

0.0359 

0.04639 

2.70 

3.1830 

0.04295 

2.75 

3.3376 

0.03977 

2.80 

3.5001 

0.03685 

2.85 

3.6707 

0.03415 

2.90 

3.8498 

0.03165 

2.95 

4.0376 

0.02935 

3.00 

4.2346 

0.02722 

3.50 

6.7896 

0.01311 

4.00 

10.719 

0.00658 

4.50 

16.562 

0.00346 

5.00 

25.000 

189(10r s 

6.00 

53.189 

633 (LO)' 6 

7.00 

104.143 

242310)“ 6 

8.00 

190.109 

102 (10) -6 

9.00 

327.189 

474 oor 7 

10.00 

535.938 

236(10) 7 

OO 

eso 

0 


0.30287 

0.62016 

0.26042 

0.28682 

0.60680 

0.25044 

0.27153 

0.59365 

0.24102 

0.25699 

0.58072 

0.23211 

0.24317 

0.56802 

0.22367 

0.23005 

0.55556 

0.21567 

0.21760 

0.54333 

0.20808 

0.20580 

0.53135 

0.20087 

0.19463 

0.51962 

0.19403 

0.18405 

0.50813 

0.18751 

0.17404 

0.49689 

0.18130 

0.16458 

0.48591 

0.17539 

0.15564 

0.47517 

0.16975 

0.14720 

0.46468 

0.16437 

0.13922 

0.45444 

0.15923 

0.13169 

0.44444 

0.15432 

0.12458 

0.43469 

0.14963 

0.11787 

0.42517 

0.14513 

0.11154 

0.41589 

0.14083 

0.10557 

0.40684 

0.13671 

0.09994 

0.39801 

0.13276 

0.09462 

0.38941 

0.12897 

0.08962 

0.38102 

0.12534 

0.08489 

0.37286 

0.12185 

0.08043 

0.36490 

0.11850 

0.07623 

0.35714 

0.11528 

0.04523 

0.28986 

0.08902 

0.02766 

0.238Í0 

0.07059 

0.01745 

0.19802 

0.05723 

0.01134 

0.16667 

0.04725 

0.00519- 

0.12195 

0.03368 

0.00261 

0.09259 

0.02516 

0.00141 

0.07246 

0.01947 

0.000815 

0.05814 

0.01550 

0.000495 

0.04762 

0.01263 

0 

0 

0 
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Tabla 7.3. 

FLUJO ISOENTROPICO UNIDIMENSIONAL 

k = 1.3 


M 

A/A c 

P/Po 

P/Po 

6/0» 

4 P/A c p 0 

0 

OO 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

OO 

0.05 

11.721 

0.9984 

0.9988 

0.9996 

11.702 

0.10 

5.885 

0.9936 

0.9951 

0.9985 

5.848 

0.15 

3.952 

0.9855 

0.9889 

0.9966 

3 895 

0.20 

2.994 

0.9744 

0.9803 

0.9940 

2.917 

0.25 

2.426 

0.9603 

0.9694 

0.9907 

2.330 

0.30 

2.054 

0.9435 

0.9563 

0.9867 

1 938 

0.35 

1.793 

0.9241 

0.9411 

0.9820 

1.657 

0.40\ 

1.602 

0.9023 

0.9240 

0.9766 

1.446 

0.457 

1.459 

0.8784 

0.9051 

0.9705 

1.281 

0.50 

1.348 

0.8526 

0.8845 

0.9638 

1.1491 

0.55 

1.261 

0.8251 

0.8625 

0.9566 

1.0407 

0.60 

1.193 

0.7962 

0.8392 

0.9488 

0.9501 

0.65 

1.139 

0.7662 

0.8148 

0.9404 

0.8731 

0.70 

1.0972 

0.7354 

0.7895 

0.9315 

0.8069 

0.75 

1.0644 

0.7040 

0.7634 

0.9222 

0.7493 

0.80 

1.0395 

0.6723 

0.7367 

0.9124 

0.6988 

0.85 

1.0214 

0.6403 

0.7096 

0.9022 

0.6540 

0.90 

1.0092 

0.6084 

0.6823 

0.8917 

0.6140 

0.95 

1.0022 

0.5768 

0.6549 

0.8808 

0.5781 

1.00 

1.0000 

0.5457 

0.6276 

0.8696 

0.5457 

1.05 

1.C021 

0.5152 

0.6004 

0.8581 

0.5163 

1.10 

1.0083 

0.4854 

0.5735 

0.8464 

0.4895 

1.15 

1.0183 

0.4565 

0.5470 

0.8345 

0.4649 

1.20 

1.0321 

0.4285 

0.5210 

0.8224 

0.4423 

1.25 

1.0495 

04015 

0.4956 

0.8102 

0.4214 

1.30 

1 0704 

0.3756 

0.4709 

0.7978 

0.4021 

1.35 

1.0948 

0.3509 

0.4468 

0.7853 

0.3842 

1.40 

1.123 

0.3273 

0.4235 

0.7728 

0.3675 

1.45 

1.154 

0.3049 

0.4010 

0.7603 

0.3519 

1.50 

1.189 

0.2836 

0.3793 

0.7477 

0.3374 

1.55 

1.228 

0.2635 

0.3585 

0.7351 

0.3237 

1.60 

1.271 

0.2446 

0.3385 

0.7225 

0.3109 

1.65 

1.318 

0.2268 

0.3194 

0.7100 

0.2989 

1 70 

1.369 

0.2101 

0.301 1 

0.6976 

0.2875 


FLUJO COMPRESIBLE UNIDIMENSIONAL DE UN GAS IDEAL 


271 


M A/A c p/Po P/Po 6/0 o Ap/A c p 0 


1.75 

1.424 

0.1944 

1.80 

1.484 

0.1797 

1.85 

1.549 

0.1660 

1.90 

1.618 

0.1533 

1.95 

1.693 

0.1415 

2.00 

1.773 

0.1305 

2.05 

1.859 

0.1203 

2.10 

1.951 

0.1108 

2.15 

2.050 

0.1020 

2.20 

2.156 

0.0939 

2.25 

2.268 

0.08645 

2.30 

2.388 

0.07955 

2.35 

2.517 

0.07318 

2.40 

2.654 

0.06731 

2.45 

2.799 

0.06190 

2.50 

2.954 

0.05692 

2.55 

3.119 

0.05234 

2.60 

3.295 

0.04813 

2.65 

3.482 

0.04426 

2.70 

3.681 

0.04070 

2.75 

3.892 

0.03743 

2.80 

4.116 

0.03442 

2.85 

4.354 

0.03166 

2,90 

4.607 

0.02913 

2.95 

4.875 

0.02680 

3.0 

5.160 

0.02466 

3.5 

9.110 

0.01090 

4.0 

15.94 

0.00498 

4.5 

27.39 

0.00236 

5.0 

45.95 

0.001 17 

6.0 

120.1 

32 (10)'* 

7.0 

285.3 

I0(10f 6 

8.0 

625.2 

360 uor 7 

9.0 

1275 

141 uor 7 

10.0 

2438 

605 (íor 8 


0 


0.2836 

0.6852 

0.2768 

0.2670 

0.6729 

0.2667 

0.2513 

0.6607 

0.2571 

0.2364 

0.6487 

0.2481 

0.2222 

0.6368 

0.2395 

0.2087 

0.6250 

0.2313 

0.1960 

0.6134 

0.2236 

0.1841 

0.6019 

0,2162 

0.1728 

0.5905 

0.2092 

0.1621 

0.5793 

0.2025 

0.1521 

0.5684 

0.1961 

0.1427 

0.5576 

0.1900 

0.1338 

0.5470 

0.1842 

0.1254 

0.5365 

0.1786 

0.1176 

0.5262 

0.1733 

0.1103 

0.5161 

0.1682 

0.1034 

0.5062 

0.1633 

0.09693 

0.4065 

0.1586 

0.09087 

0.4870 

0.1541 

Q.08520 

0.4777 

0.1498 

0.07988 

0.4686 

0.1457 

0.07490 

0.4596 

0.1417 

0.07024 

0.4508 

0.1379 

0.06587 

0.44-22, 

0.1342 

0.06178 

0.4338Í 

0.1307 

0.05796 

0.4255 

0.12726 

0.03092 

0.3524 

0.09926 

0.01692 

0.2941 

0.07934 

0.00954 

0 2477 

0.06471 

0.00555 

0.2105 

0.05372 

0.00206 

0.15625 

0.03856 

847 (10)' 

6 0.11976 

0.02882 

382(10) 

6 0.09434 

0.02251 

186 (10)' 

0.07605 

0.01798 

968(10) 

’ 7 0.06250 

0.01475 

0 

0 

0 


oo 


oo 
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7.7 Onda de choque normal 

Como se ha sugerido anteriormente, una onda de choque es una nnH 
en Ja cual se produce un cambio repentino y finito de las propiedad!" 
del fluido: presión, densidad y temperatura. P ddes 

ts útil ahondar un poco más en el mecanismo de posible prod.m 
cion de una onda de choque. prodUc ' 

Para ello podemos observar que una onda finita de presión pued* 
considerarse como la superposición de una serie de ondas infinité! 
ñas. Consideremos entonces el mismo pistón que en la sección 7-3 
nos permitió estudiar la gene- 3 

ración de una onda de so¬ 
nido. Onda de 

Si este pistón genera hoque 

una sucesión rápida de ondas 
infinitésimas de presión, como 
se indica en el esquema (a) de la 
figura, estas ondas se van amon¬ 
tonando a medida que se 
propagan: en efecto a cada F - 

aumento (infinitésimo) de la WUra ' 

presión corresponde un aumen¬ 
to de la temperatura y, por consiguiente, un aumento de la velocidad 
De manera q Ue las ondas últimamente generadas viajan más rápidí 
mente que las primeras y (si se olvida el posible efecto contrario de la 
viscosidad y de la conducción del calor) las alcanzan, produciéndose 
n frente de ondas a través del cual la presión, temperatura y den¬ 
sidad presentan una discontinuidad: se ha generado una onda de 
choque, cuya velocidad, además puede ser mayor que la del sonido 




(a) (b) 


Ondas infinitésimas de presión Ondas infinitésimas de depresión 


Figura 7.25. 
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f de notar que si el pistón produjese una onda de depresión infim- 
'cinta, moviéndose hacia atras, un razonamiento paralelo muestra 
tCS e no hay en ese caso acumulación de ondas, sino al contrario 
Esquema b). Por consig uie nte u na onda de depresión se “diluye” 
• e ntP re en el medio ambiente sin formar choq ue. 

^Conio se vió ya anteriormente ( cono de Mach), las ondas d e 
ho que pueden.-ser normales u obl icuas. En unjanmer estudio del 
flujo unidimensional, se considera sólo el caso normal, esto es, de la 
onda perpendicular al movimiento. 


Relaciones de Rankine-Hugoniot 

El primero en prever el fenómeno de la onda de choque fué B. 
Riemann, pero Rankine y Hugoniot, trabajando separadamente, 
dieron la formulación que todavía usamos. 

Sea pues una onda de choque normal. Tomando en cuenta que 
su espesor es muy pequeño, (2.5 X 10^m) y sin entrara considerar 
los fenómenos altamente irre¬ 
versibles que en ella se pro- ^ ¡~ ~j ^ 

ducen, consideremos un volu- - 1 ^ ^ 

men de control que encierre la ^ 

onda y apliquemos las leyes bá- -1 ——!—j|—L—- 

sicas ya conocidas. P\<0\ i ¡¡ \ p g 

Continuidad: 


P I í/, — P 2^2 


(7-84) 


Figura 7.26. 


Cantidad de movimiento: 


(Pi - Pi"> A = m(U 2 - U ,) 


(p, — p-i ) — pi U 2 P i . 


(7-85) 


Ecuación de la energía, esto es, el teorema de Bernoulli, para un 
proceso adiabático, (7.54) ó (7-52) 

ifi (j 2 

c p e l + -ty- = c p e 2 + -j- 


o bien 


, ■ - k t . 

L ' + k- 1~p7 2 


(7-86) 



274 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 

P®.l aS . d .° s 1 prin \ eras ecuaciones y recordando la expresión de la 
ci ad del sonido y la definición del número de Mach, encontrar^ 6 ' 

r I T 

P 2 _ 1 -f- A: , 

P\ 1 + kM\ 

Se obtiene asf la relación de presiones en función de los número, a 
Mach antes y después del choque. Asimismo se obtiene la relaci'* 
de temperaturas a partir de las ( 7.86) escribiendo 6n 


de donde 


Cp0 1 

je 

I- 

1 + T 

M\kRe 2 = 

c p 0 2 ~ 2 ~ M 2 k R 0 2 

_h_ 

= Cp 

+ \M]kR 

\ + j{k-\)M\ 

0i 

C P 

+ \ M 2 k R 

1 +L-{k-\)M\ 


Por otra parte, de la ecuación de estado y de continuidad (7 84) 
podemos escribir, sucesivamente 


AjL - PiP 1 _ Pl ^2 PlM -j 
0 | Pi P2 Pi U, PiM t 


J.1 = (P*M 2 2 

ñ V~ T7~ ~ ) 


J^R_d 2 
k Re, 


j a, _ ' r p7M7 > J (7 - 89 ) 

Comparando esta ecuación con (7.88) y recordando (7.87) se tiene 

,! + **#?„ Mi 1 + 

y TTTm ) ~m j- —. (7-90) 


1 + k M\ M\ _ ' + 

1 + kM 2 ’ M 2 ~ -i-: 

¿ 1 1 * f ». i i 


1 + y (k - I ) M\ 


relación que se puede poner como 

(/Wj ~ A/ > > l 1 + (AI i + M \)~ k M]M\ ] = 0. (7-91) 

En esta ecuación una solución es 


M t = M 2 
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j*sto corresponde naturalmente a que no hay onda de choque. Otra 
solución es __ 


1 + h—L M] 


m; — 


kM\ - 


k -1 • 


(7-92 > 


Esta relación muestra que el número de Mach aguas ahajo de la onda 
de choque normal está determinado por el número de Mach aguas 
arriba, de manera que las ecuaciones (7.87) y (7.88) se pueden 
reescribir en función únicamente de A/, . 

La variación de la densidad al cruzar la onda de choque se obtiene 
de eliminar las velocidades en las ecuaciones (7.84) y (7.86). 

En efecto, dividiendo la (7.85) por la (7.84) 


P 2 _ rr ii 

— rr - u 2 u i > 

p 2 U 2 


U 2 +P± + P± V* = (J 2 + 
Pl Pl Ui 


P 2 t P 2 !¿±_ 
P 2 P 2 U 2 


Aplicando nuevamente la (7.84) se tiene la ecuación 

u\ + £. - u\ +-e^L 

Pi P 2 E 2 Pi P 1^1 


y ahora restándola la (7.86) 


k + 1 pi 
k -1 pi 


k + 1 p 2 
k -1 P 2 


Multiplicando por (k-\)p 2 /p 2 se tiene finalmente 


(7-93) 


y multiplicando por U 2 + U x , se tiene, después de reagrupar 


Pj^ = _*-l + (k + \ )p 2 /pi 
Pi k + 1 + (k-\)p 2 /pi 


(7-94) 


Esta es, en particular, la llamada relación de Rankine-Hugoniot. 

Es de observar que las ecuaciones (7.87), (7.86) y (7.94), cuando 
se complementan con la (7.92), permiten obtener las condiciones del 






276 


INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 


flujo aguas abajo de la onda de choque, conocidas las condición» 
aguas arriba y el número de Mach M x . ne s 

Escritas en forma adimensional, la única variable independiente 
A/, por lo cual se hace fácil tabular sus valores. es 


Poi/Po 1 


Pl/Pl 

12 


11 -£ 2 x m-. 


Bsstsm 


Relaciones de Rankine-Hugoniot 
Onda de choque normal K = 1.4 

Figura 7.27 


1 reversibilidad de la onda de choque 

Ya se lia visto la importancia práctica de las fórmulas anteriores. Por 
otra parte, la ecuación (7.94), debida inicialmente a Hugoniot, 
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I rmite apreciar para una onda de choque dada, cuan apartadas están 
s condiciones de flujo del caso isoentrópico. En este caso, en efecto, 
¡a relación p 2 /p, sería, según Laplace, 


Pl P 2 


(7-95) 


Las fórmulas (7.94) y (7.95) pueden ser representadas gráficamente: 

_Pj_ 

Pi 



t 5 10 15 20 25 30 

Relaciones (7 94) y (7 95) para k = 1.4 


Figura 7.28. 

Cuando la relación de presiones es vecina de la unidad, también lo 
es la relación de densidades y las dos curvas tienden a confundirse. 
No sólo son tangentes sino osculatrices. Se dice entonces que se tiene 
una onda de choque débil. En cambio, para relaciones p 2 /p\ del 
orden de 5, correspondientes a un número de Mach A/, = 2, ya la 
diferencia de densidades producida por uno y otro proceso es del 
orden del 10%. Se dice entonces que se tiene una onda de choque 
fuerte. 
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Laondadechoque se produce siempre a partir de un flujo su 
pe rsomcoque p asa a subsónico. Nunca al revé s. Vamos a mostrir^ 
efecto, qué sr produce un incremento de entropía del fuído ^ 
ocurrir el choque. 

Para un gas ideal se tiene, de acuerdo con la definición (7.15) 

ds = ?í 
0 



de 


= C v ^ +PÉL 
e e 


donde v = — y de acuerdo con (7.32). 


Por consiguiente 


s, ~ c u ln- 


0> 


+ R 


~=c u l„ ±2- +R ln £*_ 

f> p, 


Sustituyendo d 2 /e, y p 2 / Pl por sus valores en (7.88) y (7 94 i 

posteriormente utilizando (7.92), se obtiene 


* - í, - ln , 2 k 

* + 1 1 (*+ 1 > (7 ' 96 ) 


Se puede ver que esta expresión es positiva, si y sólo si, 

M x > 1 , 


(7-97) 



cual justifica la aseveración, de acuerdo con el segundo. Principio 
A I a Termodinámica, de que sólo se produce choque en el paso de 
nijo supersónico al subsónico. La variación de la antropía con el 
Oiiu’iu de Mach aguas arrib a M x dada e n ( 7-96), pued e serrepre- 
* ¿tuda gráficamente. 

cfgráTTco indica claramente la rapidez con que'aumenta laJrre-versi- 
u iidadjiiLjclioque. Sin embargo también indica cómo, para choques 
débiles, como una onda sonora, se pueden aceptar las condi¬ 
ciones de isoentropía. 

Características de estancamiento a través de la onda de choque 

Otro aspecto interesante de lo que ocurre al producirse una onda de 
choque se pone de relieve al considerar las características de estan¬ 
camiento que tiene el fluido antes y después de atravesar la onda. 

Es fácil de ver que la temperatura de estancamiento se mantiene 
constante, en virtud de (7.86) : 

0 0 I = & 02 • 

En cambio las presiones de estancamiento varían. Si se escribe 

P2 P I 


P 02 _ P 02 
Poi P 2 


P 01 


estas relaciones se determinan rápidamente. En efecto recordando 
que se pasa de un estado del gas a las condiciones de estancamiento 
mediante un proceso isoentrópico, (real o hipotético), se tiene 


P 2 _ , 0 2 


P o: 


( 6 ) 
“ 02 


fe 

fe -1 




* 

fe -i 


Lo mismo para /;,/p 01 . En cambio a p 2 /p, se tienen las relaciones 
»*87) y (7.92). Se obtiene finalmente el resultado 


P 02 _ 

Po\ 


(k+ I) M \ _ ,fc/fe -i 

1 2 + (k - 1) A/, 


i 2k M 2 - 

{ k + 1 1 * + 1 1 


(7-96) 


Esta relación ha sido representada gráficamente en la Fig. 7.27 en la 
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cual se ve el descenso rápido de p 02 , debido a la irreversibilidad 
choque. También aparece en las tablas, al final del capítulo. 


Aplicación. Onda de choque en una tobera 

Ya se han estudiado los diversos casos de flujo en una tobera c I 

vergente. Queda por analizar qué ocurre cuando la presión ambien?' 
Pa toma valores Ln tal 

Pe < Pa = Pd < Pb 


Choque normal 


M< 1 


M> 1 


M< 1 


M= 1 


Figura 7.30. 

Kn esa zona, y partiendo de p a = p b se pueden presentar las si¬ 
guientes situaciones. El flujo se hace supersónico aguas abajo de 
a garganta hasta la sección /, en la cual se produce la onda de choque. 
Uespues sigue subsónicamente hasta la salida donde 

Pd = Po 

Si la presión p a es disminuida, sin embargo, la sección / se va acer¬ 
cando a la salida de la tobera, hasta que para un cierto valor 


Pa = P e 
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1 choque se produce en la propia boca de salida. Ello ocurre natu- 
e álínente cuando, después del choque , la presión alcanza justamente 
[a presión ambiental. 

p e < Pa < Ps 

, chorro, supersónico, sale al ambiente con una presión menor que la 
de éste. Se dice que ésta sobre-expandido: Una serie de ondas de 


/,■ 

—ii /A\ 

TT-// \N 

--yCaiv // V 


Sobre expansión del chorro 




Figura 7.31. 

choque oblicuas permite el paso de la presión del chorro a la salida 
(p,< Pa) a I a presión ambiental p a . 

Cuando 


se tiene el caso ya contemplado de un flujo isoentrópico en toda la 
tobera. Al acercarse p a al valor p e , las ondas de choque de la sobre¬ 
expansión del chorro se han ido esfumando. 

Finalmente, en el caso 


también ya estudiado, se forman ondas oblicuas de expansión (a 
considerar más adelante), fuera de la tobera, que permiten al fluido 
pasar de la mayor presión del chorro supersónico a la presión am¬ 
biental. 



Subexpansión del chorro 


Figura 7.32. 
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Ejemplo 4 : 

El cohete considerado en el ejemplo 3 cambia de altitud y se encuentra „ 
región de la atmósfera donde la presión exterior es de 0.8 bar. Si para redu" ^ 
empuje, la presión de los_gases es tamban disminuya hasta 5 bar se P re B um 
1 • Determinar si el flujo en la tobera es isoentrópico. _ E^gunta: 

2. En caso negativo determinar s. la onda de choque se produce fuera 

dentro de la tobera. De cumplirse esta última posibilidad calcular al área 
la sección en que ocurre en el choque. a 

Solución 

ÜJ*"“ ° bleni,i “ '* “ dtóto ” "™ d ° » « 6*0 « .1 ejemplo 3 S o„ ,„ s 

Po = 14 bar * 

0 o = 3073 °K 
A e = A , = 33 cm 3 = 33 
A 2 = 290 cm 2 = 290 X 1 

Además se tiene ahora 
Po = 5 bar y p a - 0.8 bar. 

Estas condiciones permiten calcular, para k = 1 4 y R = 290 °ir , 

presión crítica p OJ (7.72). ’ V 20 m /se g K la 

2 * 

Pc ~ Po ( TTT } = Po* °-528 = 2.64 bar. 

qUC d nU ¡° <UeSe Ísoentr6 P ico sub > supersónico, se tendrían en 
la salida, según se vio en el ejemplo 3, los valores 

M e = 3.8 '. 

ya que a la salida, Al sólo depende de la razón de las áreas A a /A c , (7-83) 

Pc = Po X 0.00858 = 0.0429 bar 

!i'h o^'h" n ° pU u ed ¿‘* er P ues - iso ^trópica. Se hace necesario investigar 
la onda de choque que habrá de producirse lo hará denlro o fuera de la tobera 

¿ . . 3ra ell ° calculemos ^ánto sería el salto de presión si el choque se 
produjera justo a la salida del difusor. 1 

Entonces el número de Mach “antes”, que llamaremos M\ es 



= K = 3.8 
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osea 


p\ = 0.0429 X 16.74 = 0.716 bar. 



Este valor define el punto g que representa la presión que tendría el fluido 
después del choque, de producirse éste en la boca del difusor, o sea que 

p g = 0.716 bar. 


Como resulta que 

Pe < Pa = 0 8 bar ' 

se concluye que la onda de choque se produce dentro de la tobera, y de manera 
tal que el flujo subsónico posterior conduzca a una presión de salida igual a/i u 
0.8 bar. 

Para determinar la sección en que ocurre el choque se podría, en el caso de un 
gas ideal, establecer una fórmula cerrada que diera A JA c , siendo A ¡ el área de la 
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sección buscada. Se prefiere en eeneral <¡¡n 

aproximacio íes sucesivas que está resumid T 80 ’ proceder por un mét odo 
c¡6n se da y i an.inuaX ' d ° » “V» ¡«C 


Columna 1 . Se empieza escogiendo arbitrariamente un v,i„ a 
menor al del área de salida. En el presente caso, como AJA = 8 /^ c ' 

como valor micial de prueba, A jAc = 7 2 c se toi nó 

Columna 2. Se deduce A¡, puesto queA c es conocido, A c = 33 cm 2 . 

ya d ''» 

se£x:;4:trffi 

Columna 5. Se determina, conocido M¡ 2 la relación „ /„ a A 
P 02 »(columna 6). ac,on Poi/Poi de donde 




1 ' 2 1 3 -iM 1 6 I 7 I 8 I 9_J 10 | 11 | 12 ■ PÍT 


i 


,2 *11 


231 3.55 



"c2 

2 cm 2 



,59 f 1.823 0.33 0.92 0.965 0.8 


182| 1.60 0.38 0.88 0.790 


Valor adoptado A, = 7.9 A c = 7.9 X 33 = 260 cm 2 

*. ™“Z toi'.‘io’/ni y eie ,,lor C| " úme '° dc M “ h a la ■*“* 


Pi = Pj > Pa. 
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Ejercicios 

r demostrar, a partir de (7-92), las siguientes propiedades de los números de 
h antes y después de una onda de choque normal: 

Si Ai, < 1 , Mi > i; si M > = = 1 

si M, > 1 , M 2 < 1. 


Mostrar que en el flujo isoentrópico de un gas ideal, la velocidad crítica es 

P ° r 2 k R 0 O 

c? ¡m -- 

considerando ahora una onda de choque normal, mostrar que las velocidades (7, 
y (J 2 antes y después del choque están dadas por la relación de Prandtl-Meyer. 


o también 


í/, U 2 = el 


Ucx V c2 = 1. 


donde U eí y U c2 son las velocidades reducidas correspondientes. ¿Qué conclu- 
siones se pueden sacar de estos resultados: 

3. Demostrar que a través de una onda de choque se cumple la relación 


M x M 2 = 


k ti y/0 l 0 2 


4. Determinar la velocidad de propagación de una onda de choque que se 
desplaza dentro de un fluido ideal en reposo, conocidas las condiciones de 
presión y densidad que se producen aguas arriba y aguas abajo de la onda. 


Respuesta: 


-e_ i*-i+ ( *+i)-e-i. 


5. Se quiere utilizar un tubo de estancamiento para medir la velocidad de un gas 
ideal en movimiento: 

a) Suponiendo que el flujo es subsónico, demostrar que la presión de estan¬ 
camiento p 0 es dada por p 0 , Pq0 o 


donde 


Po = P + 2 X p í/2 ’ 
M 1 2 - k 

x = n + zr + -24- 


p.p.O 
xf + • • • ], 
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es el llamado factor de compresibilidad. Midiendo p 0 y p por separado se ob J 


entonces 


U = ,/~r Po V 


b) Si el flujo es supersónico, se forma una onda de choque adelanr, ,t , 
con una nona subsónica aguas abajo. Admiiiendo ,« en =l„“ 1!" dí >■ 
onda es normal, demostrar la relación de Rayleigli dU Ub °4 


n. 


(k + 1 )* +1 
2 1c - k +1 


(^1. )*]*-! 


■Po,0 o 


Suponiendo que las magnitudes p 0 , 

P i y 9o se pueden medir, determinar 
la velocidad, considerando que M¡ es 

conocido mediante la relación de / rPo,9 0 

Ray,eigh - v KJZZZZZZZZZ2 

c) .Calcular el número de Mach —*■ * e-V.-W ’ y ~ r 77 

de un flujo supersónico si la lectura P\,M\ \ M 

hecha con el tubo de estancamiento ' 2 

es Po = 1.4 bar, la presión en el 
fluido aguas arriba, medida en la 

y (k vzT‘“ ,a de ^ -» 


U¡ --- SLC 

Pi,M t \ 


Respuesta: =3.21. 

no necesariamente 3 “¡í* ^ Ch ° qUe "° rmal qUe Se P roduce e " el seno de un gas 

“s= ; 


Respuesta: 


P\ Pi 2p 1 pj(/; ( ~ h 2 )/{p t + p 2 ) 


7. Se considera una difusor convergente-divergente montado en un avión 
e íde re -3Ó“CyTa preíiAn oVbár' 5 " ° ^ 3ltÍ ‘ Ud ^ temperatur a exterior 

*¡ 50 K * Supouicudo que el eres de ^%'ÜFXZ'T "" T 
compresión r = P, p, y las dcuuis curacterislieusdci'flujo'u b 
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ida. Dibujar la curva de variación j 

la presión a lo largo del difusor. --- 

b) Supóngase ahora que se , 

aduce un choque normal justo a la 

trada del difusor, siendo el flujo ■=»«' 

,entrópico en el resto del aparato, 1 

salida subsónica. ¿Cuál es el valor mínimo posible del area 
rmite un caudal de 50 Kg/seg 2 . Dibujar cualitativamente la 


Respuesta: 


a) .4 C = 1590 cm 2 , b) r = 2,44 


«. Se quiere diseñar una tobera de Laval de sección circular para ser alimentada 
desde un depósito en el cual la presión es de 8 bar y la temperatura es de 2>0 ( . 
Con este fin se determinará el diámetro de la garganta de manera a obtener un 
caudal de 30 Kg/seg de aire y el diámetro de la sección de salida, sabiendo que el 
flujo es totalmente isoentrópico. Calcular también la temperatura y la velocidad 
del chorro a la salida. 


D g = 16.4, D s 


21 . 3 , 9 S — 15°C, U t — 341 m/seg. 


Respuesta: 
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Tabla 7.4 

ONDA DE CHOQUE NORMAL * = 1.4 



m 2 

P 2 /P 1 

P 2 /P 1 

02 /0. 

Po2 /Po l j 

1.00 

1.05 

1.10 

1.15 

1.20 

1.00000 

0.95312 

0.91177 

0.87502 

0.84217 

1.00000 

1.1196 

1.2450 

1.3762 

1.5133 

1.00000 

1.08398 

1.1691 

1.2550 

1.3416 

1.00000 

1.03284 

1.06494 

1.09657 

1.1280 

I.OOOoq^I 
0-99987 1 
0.99892 
0.99669 
0.99280 

1.25 

1.30 

1.35 

1.40 

1.45 

0.82364 

0.78596 

0.76175 

0.73971 

0.71956 

1.6562 

1.8050 

1.9596 

2.1200 

2.2862 

1.4286 

1.5157 

1.6028 

1.6896 

1.7761 

1.2594 

1.1909 

1.2226 

1.2547 

1.2872 

0.98706 

0.97935 

0.96972 

0.95819 

0.94483 

1.50 

1.55 

1.60 

1.65 

1.70 

0.70109 

0.68410 

0.66844 

0.65396 

0.64055 

2.4583 

2.6363 

2.8201 

3.0096 

3.2050 

1.8621 

1.9473 

2.0317 

2.1152 

2.1977 

1.3202 

1.3538 

1.3880 

1.4228 

1.4583 

0.92972 

0.91319 

0.89520 

0.87598 

0.85573 

1.75 

1.80 

1.85 

1.90 

1.95 

0.62809 

0.61650 

0.60570 

0.59562 

0.58618 

3.4062 

3.6133 

3.8262 

4.0450 

4.2696 

2.2791 

2.3592 

2.4381 

2.5157 

2.5919 

1.4946 

1.5316 

1.5694 

1.6079 

1.6473 

0.83456 

0.81268 

0.79021 

0.76735 

0.74418 

2.00 

2.05 

2.10 

2.15 

2.20 

0.57735 

0.56907 

0.56128 

0.55395 

0.54706 

4.5000 

4.7363 

4.9784 

5.2262 

5.4800 

2.6666 

2.7400 

2.8119 
2.8823 
2.9512 

1.6875 

1.7286 

1.7704 

1.8132 

1.8569 

0.72088 1 

0.69752 
0.67422 
0.65105 
0.62812 

2.25 

2.30 

2.35 

2.40 

2.45 

0.54055 

0.53441 

0.52861 

0.52312 

0.51792 

5.7396 

6.0050 

6.2762 

6.5533 

6.8362 

3.0186 

3.0846 

3.1490 

3.2119 

3.2733 

1.9014 

1.9468 

1.9931 

2.0403 

2.0885 

0.60554 

0.58331 

0.56148 

0.54015 

0.51932 

2.50 

2.55 

2.60 

2.65 

2.70 

0.51299 

0.50831 

0.50387 

0.49965 

0.49563 

7.1250 

7.4196 

7.7200 

8.0262 

8.3383 

3.3333 

3.3918 

3.4489 

3.5047 

3.5590 

2.1375 

2.1875 

2.2383 

2.2901 

2.3429 

0.49902 

0.47927 

0.56012 

0.44155 

0.42359 
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P 02 /P 0 


2.80 

2.85 

2.90 

2.95 

0.49181 

8.6562 

3.6119 

2.3966 

0.40622 

0.48817 

8.9800 

3.6635 

2.4512 

0.38946 

0.48470 

9.3096 

3.7139 

2.5067 

0.37330 

0.48138 

0.47821 

9.6450 

9.986 

3,7629 

3.8106 

2.5632 

2.6206 

0.35773 

0.34275 

3.00 

3.50' ) 

4 00 

0.47519 

10.333 

3.8571 

2.6790 

0.32834 

0.45115', 

14.125 

4.2608 

3.3150 

0.2L295 

0.43496 

18.500 

4.5714 

4.0469 

0.12876 

4 50 

0.42355 

23.458 

4.8119 

4.8751 

0.09170 

Ti*' 

5.00 

0.41523 

29.000 

5.0000 

5.8000 

0.06172 

6.00 

0.40416 

41.833 

5.2683 

7.941 

0.02965 

7.00 

0.39736 

57.000 

5.4444 

10.469 

0.01535 

8.00 

0.39289 

74.500 

5.5652 

13.387 

0.00849 

9.00 

0.38980 

94.333 

5.6512 

16.693 

0.00496 

10.00 

0.38757 

116.50 

5.7143 

20.388 

0.00304 

OO 

0.37796 

OO 

6.000 

OO 

0 
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Tabla 7.5 

ONDA DE CHOQUE NORMAL k = 1.3 
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m 2 

Pi/Pi 

Pi/P i 

o 2 /o , 

Poi/Poi 

0.4696 

8.418 

4.075 

2.066 

0.3628 

0.4655 

8.732 

4.144 

2.108 

0.3452 

0.4616 

9.052 

4.211 

2.150 

0.3284 

0.4579 

9.377 

4.277 

2.193 

0.3123 

0.4544 

9.708 

4.341 

2.236 

0.2969 

0.4511 

10.04 

4.404 

2.80 

0.28217 

0.4241 

13.72 

4.964 

2.763 

0.16770 

0.4058 

17.96 

5.412 

3.318 

0.09932 

0.3927 

22.76 

5.768 

3.946 

0.05941 

0.3832 

28.13 

6.053 


0.03612 

0.3704 

40.57 

6.469 

6.271 

1244(10)* 

0.3625 

55.26 

6.749 

8.189 

610(10)-* 

0.3573 

72.22 

6.943 

10.401 

283(10)"* 

0.3536 

91.43 

7.084 

12.908 

140(10)-* 

0.3510 

112.91 

7.118 

15.710 

740(10) 6 

0.3397 

OO 

7.667 

OO 

0 

















CAPITULO 8 


Ecuaciones de 
Navier-Stokes y 
aplicaciones 


8.1. Introducción 

En este capítulo los mecanismos internos de deformación y movi¬ 
miento en el seno de un fluido viscoso newtoniano son estudiados y 
utilizados. Comparado con el fluido ideal, un fluido viscoso real se 
distingue por la presencia inevitable de la viscosidad en todos los 
fenómenos de movimiento. Ello conduce, tanto analíticamente como 
experimentalmente a una nueva gama de propiedades, inexistentes en 
el caso ideal. Ellas irán apareciendo en los párrafos siguientes. 

La característica más importante, sin duda, del movimiento de un 
fluido real es la aparición de dos tipos de flujo completamente distin¬ 
tos. En el primero, llamado laminar, se pueden fácilmente definir 
líneas de corriente, esto es, líneas envolventes del campo de las velo¬ 
cidades. El fluido se mueve, por así decir, en capas o láminas super¬ 
puestas que se “deslizan” unas sobre otras. Incluso cuando el flujo no 
es permanente, el campo de velocidades cambia de una manera 
“ordenada”, de un instante a otro. Experimentalmente se pueden 
poner de relieve las líneas de corriente, mediante el arrojo de polvo 
de aluminio en la superficie del líquido. En el segundo tipo de flujo, 
llamado turbulento, el movimiento es completamente desordenado y 
aunque aparezca un movimiento principal de conjunto, por ejemplo 
en una tubería, las velocidades de una partícula determinada se 
desvían en forma irregular e imprevisible del movimiento principal. 
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Físicamente lo que ocurre es que, partiendo de un flujo laminar y 
aumentando paulatinamente su velocidad, se alcanza un estado de 
inestabilidad dinámica. Las partículas ya no son estables en su trayec 
tona, y, tal como ocurre en otros campos de la dinámica, cualquier 
perturbación las aparta, en forma creciente con el tiempo, de su 
trayectoria prevista. L1 parámetro que determina cuando esa’condi 
ción de inestabilidad se produce se llama número de Reynolds si ] 
inestabilidad es producida por las fuerzas de viscosidad. 

L1 camino natural para un estudio de los fluidos viscosos es pues el 
de estudiar primero el caso del flujo laminar, después, bajo qué 
condiciones se hace inestable, y finalmente el flujo turbulento 
cuando ya está completamente establecido. 

8.2. Ecuaciones de Cauchy 

L1 movimiento de un fluido viscoso está regido por la misma ley de 
Newton que rige para un sistema material cualquiera. Ya se ha visto 
sin embargo, para un fluido ideal, que dicha ley toma una forma 
particular, a saber, la ecuación de Euler. 

Si el fluido puede soportar esfuerzos cortantes, como es el caso de 
un fluido newtoniano, la ley de Newton toma una forma ampliada, 
que se asocia con el nombre de Cauchy. 

Para deducir estas ecuaciones se considerará un elemento de volu¬ 
men como indica la figura, y todos los esfuerzos que actúan en las 
distintas caras. 






ECUACIONES DE NAVIER STORES Y APLICACIONES 


295 


Escribiendo la ley de Newton en dirección del eje a- se tiene: 


pa x dxdyd: = dxdydz p G x 

l + (a,, + ^ í^dydz- (a xx dydz + 

[ + + igtS- dxdz - ( Tyx ~ dxdz + 

[ + <r„ + -y -)dxdy - (r íx - -y- )dxdy. 


Si se simplifica ahora y se divide por el volumen elemental dxdy dz 
se obtiene la ecuación de Cauchy en la dirección 0.v. Repitiendo lo 
propio en las otras dos direcciones se puede, finalmente, escribir 


i ^ ^ xx i S r v t 3 t * v 

p G x + . ** + . y * + . ** ■ 
9x 3 y dz 

P G y + -4**- + \ qyy + 

3,y 9 y dz 


" G - + h ir 


. 3r yz , 3 a Zi 
d y dz 


Estas ecuaciones son muy generales, puesto que son simplemente la 
expresión de la ley de Newton, aplicada a un medio continuo. 


8.3. Ecuaciones constitutivas de un fluido newtoniano 

‘Para poder aplicar las ecuaciones de Cauchy a un fluido viscoso 
newtoniano, hace falta conocer la relación que liga los esfuerzos a las 
velocidades de deformación tal como han sido definidas en (3.55). 
Estas ecuaciones constitutivas son equivalente para un fluido de lo 
que es la ley de Hooke (generalizada) para un sólido elástico. Se hizo 
alusión a ellas en el capítulo 1, al discutir el comportamiento de los 
distintos materiales. 

Resulta muy ilustrativo partir del caso de un sólido elástico y ver 
cómo ha de cambiar la ecuación constitutiva para que refleje las 
propiedades de un fluido. 
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La ley de Hooke generalizada puede escribirse con las notación» 
adoptadaá en este texto como: " es 


(Oyy + O zz ) 


°yy 

f — —y y 

c y y p 


(°2Z ^ °XX ) 


(°XX + Oyy) 


T xy ~ 2G y xy 

(8-3, 

Tzx - 2 G -y*, 

tn estas expresiones, que son, en esencia, una generalización de resul¬ 
tados experimentales, se encuentra despejada la deformación en 
términos de las o zz , a yy , a xy , ... Se puede tratar de hacer a la 
inversa, despejando de ellas los esfuerzos, cosa que se deja como 
ejercicio. El resultado es que se puede escribir: 


(1+jí)(1-2í0 


( £ xx + Éyy + C zz ) 


1 + M 


y las correspondientes a los otros ejes. 
Si se llama 


0 - e xx + e yy + e zz . 


2 G = 


(lt-pj(l 2 n) 


se tiene la ley de Hooke para un cuerpo elástico, como 


°xx ~ X © +2 G e xx , 
Oyy = X © + 2 G e yy , 
o zz = X © +2Ce„, 


conjuntamente con (8.3). 
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i legados aquí, se puede ahora empezar a hablar del caso de un 
n.iido newtoniano. El comportamiento de éste es parecido al de un 
Aiirln elástico en el sentido que ambos son cuerpos lineales, es decir, 
s6 iSos por ecuaciones lineales entre esfuerzos y deformaciones, 
nd'ieren según sabemos, en que en un fluido, lo que genera esfuerzos 
° antes no es la deformación 7xy sino la velocidad de la deforma- 
c °, n k ' Además en un fluido en reposo hay un esfuerzo interno 
niforme alrededor de un punto, a saber la presión. Las ecuaciones 
constitutivas que toman en cuenta todas estas propiedades físicas del 
fluido viscoso se escriben entonces: 

a xx = — P j M 0 2 p £xx< 

I a yy =-p-f/i 0 + 2p Eyy. (8-7) 

a zz = - p —j- M 0 + 2p 


1 xy 


Tzx 



Conviene mencionar algunas propiedades implícitas en estas ecua¬ 
ciones. Si se suman los esfuerzos normales se tiene 


o X x + Oyy^o zz = —3 p —2 p 0 + 2 p 0, 


p- - 3 


Oyy + Ozz 


esto es, la'presión es el 1 promedio de los esfuerzos normales. 

También se observa que si el fluido es incompresible, el término 


0 = e xx + eyy, 1 * fzz - v ' u 


( 8 - 10 ) 


por lo cual las ecuaciones constitutivas se simplifican en este caso. 


8.4. Ecuaciones de Navier-Stokes 

Si las relaciones esfuerzo-velocidad de deformación del fluido \is- 
coso. (8-7,8), se llevan a las ecuaciones de Cauchy, (8-1).se obtienen 





las ecuaciones dinámicas de dicho fluido 
Para ello hay que calcular 


J°XX 

3.v 

= - 

dp 

3.v 

2 30 

dr yx 

3 y 

= P 

' 3y* 

+ Al"* 

dxdv 

d T zx 


( d *“x 

1 3 z 2 

, d 2 u 

3 z 

~ P 

+ --£— 

3.v3z 


y llevando estos valores en (8.1), 

* [ ~dt + + ~^F J + p -~+- +n~£- 


pa *~ ~ + p + p v 2 „ 3© , 

•3 oA' 

que es la ecuación de Navier-Stokes sobre el eje Ov 

aciendo lo nnsmo para los otros ejes, se obtienen finalmente 

° x = “ p aí + G * + v V 2 + i- „. AiL , 

o.v 


= - L *P. 

P 3 y 


n __ I dp 

y „ aTT + G v + v V 2 u y + i- v 


, 1 30 

y + T *” 37 


p 32 + +vV2 + -i-„ 1®_ 

3 d z 


(8-11) 


ecuación^e^Navi'er-s'tokes agrUPür en Una sola ecuación vectorial, la 


* - -¿■ v P + G + »V*u+±„ Vl pi r í 



( 8 - 12 ) 


aZ„lZr S ' r,8en * movtaien, ° <*« «xto Huido Viscoso 
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Si el Huido es incompresible, esto es, en el caso de los líquidos, se 
tiene 


a - - - Vp + G + v V 2 u, 
P 


y si el Huido no es viscoso, compresible o no, se tiene 


(8-13) 


a = — - V p + G , 
P 


(8-14) 


la ecuación de Euler, como era de esperarse. 

Una última observación. Si el fluido está en reposo, ya sea viscoso 
o no, compresible o no, se obtiene 


0 = - —VP + G . 
P 


(8-15) 


Ello permite concluir que las leyes de la estática de los fluidos, 
planteadas como en (2.5), son independientes de la viscosidad y de la 
compresibilidad, con lo cual queda demostrada la aseveración hecha 
en el cap. 2, pág. 1. 


8.5 Soluciones exactas en flujo viscoso 

Como primeras aplicaciones se va a estudiar el flujo de un fluido 
viscoso en casos muy sencillos en los que las ecuaciones de Navier- 
Stokes son exactamente integrables. Para ello se supondrá que el 
fluido es suficientemente lento para ser laminar y estable, dejando el 
difícil problema de la turbulancia para más adelante. 

Se tomarán varios ejemplos para mostrar las grandes posibilidades 
de estudio y predicción que ofrecen las ecuaciones de Navier-Stokes. 


8.5-a Flujo plano entre láminas paralelas (Poiseuille) 

Sean dos láminas planas paralelas, T y 

colocadas horizontalmente, entre 

las cuales ha de fluir un líquido ///¿ / /< / /A///// 

viscoso de % densidad p y visco- j 

sidad p. Las placas se suponen ¿ _J 

infinitas y se supone que existe 

un gradiente de presión no nulo 

que mantiene el liquido en flujo , , ^ n 

permanente. Además, suponien- A-.LA. 


Figura 8.2. 
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do el flujo laminar, se postula aue 

■ los láminas, de manera i,ue U ' d ° * mueve P aral »'ame nie 


a lo sumo, y 


= u x (. x, y\ 


“y =0, u, = 0. 


Las ecuaciones (8-1 1) se escriben pues en este caso 


(8-16) 


i |£ + G, + „ filüL + , 

p dx * V y dx 2 


0--LM + o 

p by y> 

o =-ÍÍ tCi , 

P dz 

Todavía el problema admite otras simplificaciones. En efecto 

G * = 0. Gy = -g, G z = o 
y como la ecuación de continuidad 

+ + ifk- n 

3* ¿y dz ~ 0 

J 


resulta en este caso 


se puede escribir 


u * = w*0), 


(8-17) 


únicamente. Luego, las ecuaciones del movimiento son 


0 = - 1 IR. + „ <Pu x 

P bx dy 2 


0= -i Je _ - 

p by 


(8-18) 
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o=— i |f 

p az 


( 8 - 18 ) 


* a última de estas ecuaciones indica que p no es función de z. La 
«cunda es la misma ecuación de la hidroestática: Se concluye de ella 
u e la variación de presión en la dirección y es la misma que si el 
fluido estuviera en reposo. 

Las ecuaciones anteriores permiten demostrar además que ^es 
un a constante. En efecto derívese cada una de ellas con respecto a x. 
Se tiene 

[ 

n _ _ I = _ i JL A) 

p bxby p by bx 

o= * 2p = — (^-)- 

bxbz bz 9x 

1 

Luego ÍZL no depende ni de x,ni de y, ni dez, como se quería demos- 
bx 

trar. 

Se puede escribir que 


--K, 

bx 


(8-19) 


siendo /Cuna constante positiva. El signo menos indica que la presión 
disminuye al aumentar K, como quedará probado mas adelante. 

Por las razones expuestas se considera ahora la ecuación (8.18). 


( 8 - 20 ) 


Esta ecuación puede ser integrada y se obtiene sucesivamente 


- y + c,, 


s U x = - 2¡r y2 + C,y + ° 2 - 


( 8 - 21 ) 


Las constantes de integración se determinan mediante las llamadas 
condiciones de contorno, las cuales en el presente caso, consisten en 
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So""»’ d ' '« /««'«h» <l e 

rí ° es “ n , heoho fu n*n5a 

sólida^ djlmd, ,ie„e ,a «kKldad”^ "N 

"uU Esta condición es llamada la condición de «'o dcsliL,',¡ mo Cas ° 

Las condiciones de contorno de este problema se pueden * 
expresar por pueden p lles 


i 


y = o, 

y = b. 

Entonces se obtienen, de (8.21), las 


u x = 0, 


u* = 0. 


ecuaciones 


de donde 


0 = Ci 

0 + c,4. 


t¡t ■ 


C, = 0. 


La distribución de velocidades es dada entonces, 


~nr (b y-y 2 )- 


( 8 - 22 ) 


Hsta es la distribución de velocidades buscada 

fácilmente; ^ áht " buMn Parabólica, y'el caudal se determina 

J y J¿ x ‘ j ;*«<* 

p ~ J* o u * dy = Y\i j* ^ by ~ y2 ) ¿y 


= * { h yL _ y\ b _ xt > 3 i Kb 3 

2u 1 2 3 q ^2¡T 6 TT¡T ' (8 ' 23) 


Se observa que da un caudal positivo, como ha de ser, siempre que 
A > 0. Esto demuestra que efectivamente, 1 


. < 0 . 


(8-24) 
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solución (8.22), que es una solución exacta ue las ecuación.:» 
fevier-Stokes, permite encontrar todas las características del flujo 

^ .moderado que uno desee. , , , 

C °for ejemplo, la distribución de esfuezos cortantes seria dada por 


valor máximo del esfuerzo cortante se produce en la pared y es 


Mn en el ce ntro 


Una propiedad muy importante 
de los Huidos viscosos es la 
disipación constante'de energía. 
En (1-19) se encontró una ex¬ 
presión particular, pero válida 
en el presente caso, para evaluar 
la energía mecánica disipada en 
calor. Su valor sería: 


Figura 8.3 


esto representa una potencia por unidad de volumen, 


8.5-b Flujo en un cilindro 

Para estudiar el flujo en un cilindro es 
ecuaciones de Navier-Stokes en coordenada; 
(8.12). la componente segíin el eje del cilin 
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p al + G * + " í 7 dT (r + 7T- -|jr + ), (8-->8) W Como en los casos anteriores, es fácil demostrar que 



Figura 8.4. 

Si s e toma un cilindro como el indicado en la figura, el flujo más 
sencillo dentro del tubo está caracterizado por 


u e * °* u r= 0, u z = u z (r, Z, t), G z = 0. 

Observando además la ecuación de continuidad 

V = 0 

en coordenadas cilindricas (Secc. 3.4, Ejerc. 6) 

bu. 


(8-29) 


d ( ru r ) 
br 


se concluye que 




bz U ’ 


(8-30) 


esto es que u z no depende dez. Luego u z = u z (r) es únicamente 
'unción del radio r. si además se ha impuesto un flujo permanente. La 

ecuación (8.28) se simplifica notablemente en este caso obteniéndo¬ 
se 


P bz r dr dr ’ 


1 
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*P-=-K 

bz 


(8-32) 


donde K es una constante. 

La ecuación (8.31) se escribe pues, recordando que u z es función 
sólo de r, 

K 


d- ,du z . 

~dr ( r ~3r~’ ~ r > 


(8-33) 


integrando y simplificando, se tiene sucesivamente 


du. 


K 


dr 2 n 

du z 


r 2 + Cj , 


dr 

de donde, integrando de nuevo 

K 


i‘z = - 


4 p 


£ . C, 

— r +—- 

2 p r 


r 2 + Cj In r + C 2 


(8-34) 


Esta es la ley de distribución de velocidades en el seno del fluido, 
sujeta naturalmente, a las condiciones de contorno del problema 
propuesto. Estas son para la velocidad 

u z = 0 para r=R, 

u z finito, para r= 0. (8-35) 

De la segunda condición, se concluye inmediatamente que 

C, = 0, (8-36) 

y de la primera 


u, - 0--£•** + C» 


de donde 


K 

47 


C 2 = — R 2 . 


(8-37) 
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dnc^d2;; te ’ 13 dÍStrÍbUCÍ6n dC Ve, ° cid ^es de un tubo ci.f. 




i (8-38) 

Hste resnUado pudo haberse obtenido más directamente (Ejerció; 
b). El propósito de esta deducción es mostrar cómo las ecuaciones «l? 
Navier-Stokes permiten la solución completa de cualquier problema 
integrable de la mecánica de los Huidos. *1 

Ahora se estudiarán, a partir de (8-38) algunas propiedades del fluir, 
en un cilindro. J0 

La primera observación, es que las condiciones (8-29) implican un 
flujo estrictamente laminar. La ecuación (8-38) es cierta, en este tino 
de régimen. Su existencia en un cilindro dado dependerá físicamente 
del numero de Reynolds del flujo. 

El caudal y la velocidad media son de interés. Se tendrá 



2 n r dr 

= 

K 

f ( R 2 - r 2 
1 0 

)2p 

rdr 

TtK c 

R 



= -j£- [R 2 

,.2 

l A R 

■tsJ 

(. R 2 r 

r 

')dr 

y 

7 

Ti 


0 





0 

7 lK 
' 2p 

R* 

4 

rK 

8 a < 

R\ 

_ 




Esta es la llamada fórmula de Poiseuillc. 
La velocidad media es, entonces, 


U - r __ _ 

* R? ~ 8 


(8-40) 


Un aspecto importante del flujo de un fluido en una tubería es la 
evaluación de la perdida de presión a lo largo de ella debido a los 
electos viscosos. 

En la fórmula anterior se deduce, recordando (8.32). 


d P = P, ~Pi 
dz L 


= A = 


8 UmP 


32 U mt i 
D* 


(8-41 ) 


donde 
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P ■ ~ Pt = k = 

L L 


es la pérdida de presión por unidad de longitud a lo largo del tubo. 

En los problemas técnicos muchas veces se expresa la pérdida de 
presión por la “pérdida de carga”, definiéndose esta último concepto 
como, (4-46), 


y 

En términos de li f la relación (8-41) se escribe sucesivamente 

, 32 U m p L _ 32 pLUl 

,lf ~ y D 1 pgD*U m 


(8-42) 


- 61 ^ 

~ T7 m 5 64 D 2g 

esto es, llamando número de Reynolds Re, a 


se tiene 



(8-43) 


(8-44) 


Esta es la fórmula que da la pérdida de carga en una tubería en flujo 
laminar. Se verá más adelante que, en el caso de flujo turbulento, la 

pérdida de carga es dada por una fórmula parecida en la que sólo el 

coeficiente^ cambia. 

Si se llama el coeficiente 


(8-45) 


“coeficiente de fricción”, se pude escribir la fórmula de Daré v- 
Weisbaeli 
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3 , A partir de las ecuaciones de Navier-Stokes escritas en coordenadas cilíndri- 
jas, demostrar que el fluido longitu- 
(jjnal laminar sobre dos cilindros 

concéntricos es dado por -¡- 


1 J D ~2T | ( 8 - 46 ) 

en la cual ./ es dada por (8.45) si el flujo es laminar. En el caso d 
flujo turbulento se verá más adelante que la misma relación (8 4 a\ 
sigue siendo válida siempre que el coeficiente/ se evalúe adecuada 


Ejercicios 

1. Sean dos placas paralelas infinitamente largas A y B, separadas por un 
distancia d. Entre las placas existe un fluido de viscosidad p que está sometido 
un gradiente de presión constante 


4. Un tipo común de viscosi'metro para líquidos consiste en un depósito reía- 
'íivamente grande con un tubo de 

descarga largo y muy estrecho. Si el - - 

líquido es aceite de densidad cons¬ 
tante y el caudal con que se vacía es 10 cm 
de 15 cm 3 por minuto, ¿cuál es la 

viscosidad cinemática del fluido? .Se „ . 

supondrá flujo laminar permanente. -- -- 

Respuesta: 4.5 X 10 ~ 5 m 2 /seg. 


La placa A se mueve con una veloci¬ 
dad constante + U y la placa B con 
una velocidad constante -U. Partiendo 
de las ecuaciones de Navier-Stokes, 
obtenga la distribución de velocidad 
u = «(y) y el caudal que fluye entre 
las placas. 


Respuesta. 


2 . Un 1 íquido viscoso fluye entre dos superficies planas paralelas en la forma 

indicada. La lámina superior se mueve hacia arriba con velocidad U. Partiendo de 

las ecuaciones de Navier-Stokes, U 2 \y 

encontrar la distribución de veloci- L 

dades, la distribución de vorticidad, y ~ — — 

el esfuerzo cortante en la lámina (j)^ 

superior, cuando entre los puntos 1 y / ' !a- 

2 , la diferencia de presión es dada: ' J __ —_ —- / 


5.¡Plantear la ecuación diferencial del flujo de Poiseuille plano, partiendo dt la 
consideración directa de las fuerzas que actúan sobre un elemento de volumen 
rectangular, en el caso de un flujo laminar. Encontrar la distribución de velo¬ 
cidades si 1 v 


sabiendo que se trata de agua a 20 °C 


x 


Respuesta: u = ~ +- pg sen a) (y 2 +ay) - — +pg sen a} - & 

¿ H l, a ¿ l, ¿¡ 


6 . Dado un tubo cilindrico por el cual circula un fluido en flujo laminar se 
considera un elemento de volumen en forma de anillo, como se muestra en el di¬ 
bujo. Considerando las fuerzas que actúan sobre este elemento, y aplicando la ley 
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de Newton, deducir directamente la distribución de velocidades 



7. Se dan dos cilindros cirulares concéntricos de radios R, y R. entre i 
cuajes circula un liquido viscoso de densidad p y viscosidad p. 

a) Si el cilindro interior se mueve con una velocidad U 0 y si el (luido estí 
sometido a un gradiente de presión ^ 



se pide determinar la distribución de velocidades en el fluido. 


b) Encontrar la expresión del 
caudal en volumen, en función de 
U 0 , K y de los demás datos. 

Se considera ahora una dispositivo 
formado por un pistón circular que 
penetra en un recipiente lleno de 
aceite a presión, como se indica. 

c) Si U = 0 determinar la fuerza 
F necesaria para mantener fijo el 
pistón, y la cantidad de aceite que se 
pierde por unidad de tiempo. 

d) Si el pistón penetra en el 
recipiente con una velocidad U , de¬ 
terminar cuánto lian de valer U y 
/• para que la pérdida de aceite sea nula. 
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a Se dan dos cilindros coaxiales cuyos radios difieren en una cantidad muy 
pequeña 

R 2 =R t +b. b <8 R t . 

y entre los cuales fluye un líquido viscoso. Demostrar que el caudal se reduce a 
la expresión 

V = KltR ' b l 
6p 

¿Cómo podía predecirse este resultado? 

9 . Un tambor cilindrico de longitud L y radio R puede girar dentro de un 
cilindro fijo coaxial con él. El espacio libre entre los dos cilindros, b, es muy 
pequeño comparado con R y está lleno de un líquido de viscosidad p. Para hacer 
girar el tambor con una velocidad angular cu, requiere la misma potencia que el 
bombear el líquido axialmente por el espacio libre entre los cilindros, cuando el 
tambor está sin movimiento. Despreciando los “efectos en los extremos”, 
mostrar que la diferencia de presión en el último caso es dada por 

2 pL Ruy/3 
ar b* 

10 . Una tubería de 75 mm de diámetro y 900 m de largo transporta petróleo de 
peso específico relativo 0.86 y de viscosidad cinemática 0.00033 m 2 /seg, a razón 
de 40000 Kg/hora. Verificar que el flujo es laminar y determinar la potencia ab¬ 
sorbida para vencer la fricción de la tubería. 

Respuesta: 54.8 Kw. 


11 . Un enfriador de aceite consiste de tubos de 4 m de largo y 12 mm de diá¬ 
metro. Un aceite de peso específico relativo 0.90 se hace circular por esos tubos 
a la velocidad de 1.8 m/seg. Si la temperatura de entrada es de 60 'C y la de salida 
20°C’, y admitiendo que se puede considerar que la viscosidad varía como función 
lineal de la longitud atravesada, determínese la potencia necesaria para forzar el 
Ilujo a través de un grupo de 200 tubos. 


Respuesta: ‘ 3.65 Kw. 
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8.6 Parámetros adimensionales 


Se ha visto en los ejemplos anteriores cómo la integración de las ecn a 
Clones de Navier-Stokes permite, cuando ella es posible i 
descripción completa del movimiento de un fluido viscoso en re¬ 
inen laminar. g1 ' 

Desgraciadamente esa integración sólo es posible en un númer 
muy limitado de problemas. Vamos a ver aquí que las ecuaciones dan 
información valiosa incluso cuando no son integrables. 

Tómese la ecuación de 
Navier-Stokes para un fluido in¬ 
compresible, sobre el eje Oy. y I 


= ¿ ly + V 2 “y-8- ( g - 47 ) 


\0 


Dado un problema físico cual- °J -* 

quiera habrán de existir ciertas 

magnitudes características que z'"' Figura 8.5. 

se pueden tomar como referen¬ 
cia. Por ejemplo si se trata de la 
caída de una esfera en el fluido, 

el diámetro D de la esfera y la presión p 0 en el punto de estanca¬ 
miento de la esfera, son magnitudes características de ese problema 
tn general, supongamos que, en un caso dado, se pueden encontrar 
as magnitudes características l 0 , u 0 , p 0 , que son una longitud, una 
velocidad y una presión, respectivamente. Estas se tomarán como valo¬ 
res de referencia, es decir, que comparándolas con otras longitudes x, 
y, z, otras velocidades u x , u y , u z , y otras presiones p, también asocia- 
das al problema se podrán definir magnitudes adimensionales de 
longitud , velocidad” y “presión” de la siguiente manera: 


Figura 8.5. 


y* = y— 


U* - ÍÍ2- 


< = 


P * =JL 

P o 


(8-48) 


El propósito de esta sección es de escribir las ecuaciones de Navier- 
Stokes en términos de esas cantidades adimensionales. 
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a 


* 

y 


1 Po *P* + 
P u\ by* 



u 


* 

y 



(8-49) 


Esta es la ecuación de Navier-Stokes en forma adimensional ; es de 
observar que los coeficientes 


P° v 81 o 

K u olo ul 

que aparecen en ella son también adimensionales y están escritos en 
términos de las magnitudes características del problema en estudio y 
de tres constantes físicas. Cada uno de esos coeficiente juega un 
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papel importante en el 
siguientes nombres: 


movimiento de los fluidos. Se les han dada ■ 

u las 



_ ttp l 0 
' v 



\/g l 0 


número de Euler 

(8-50, 

número de Reynolds 
número de Froude 


Estas cantidades adimensionales, o parámetros del flujo, como se les 
llama también, regulan la relativa importancia de los distintos términos 
de la ecuación de Navier-Stokes. 

Esta última, en efecto, se escribe, de (8-47) 



y se ve, por ejemplo que para un flujo con un alto número de 

Reynolds, el término V 2 u y puede llegar a ser despreciable frente a 
los otros. 

Las aplicaciones e implicaciones de los parámetros adimensionales 
tes^ e ’ h S ° n mÚlíiples ’ y se irán Pintando en los capítulos siguien- 

Cabe mencionar también que éstos no son los únicos parámetros 
que se presentan. Si se toma en cuenta la compresibilidad del fluido y 
los fenómenos de cambio de temperatura, una nueva serie de canti¬ 
dades adimensionales característicos del flujo aparece 


CAPITULO 9 


Análisis dimensional 

y similitud 


9.1 Introducción 

Después de varios siglos de investigación matemática, la mecánica de 
los Huidos sigue siendo una ciencia experimental. Ello es debido a 
que las ecuaciones dinámicas que rigen el movimiento de un fluido 
no son lineales, como ya se ha indicado anteriormente, y por consi¬ 
guiente no pueden ser integradas casi en ningún caso. Esta dificultad 
complicada por la inestabilidad del movimiento, que conduce a la 
turbulencia, ha obligado a completar los resultados insuficientes del 
cálculo mediante mediciones obtenidas directamente de la natura¬ 
leza. o sobre “modelos”. Así pues, dado un problema, se procura 
reproducirlo exactamente en el laboratorio, en tamaño natural o a 
escala, y entonces observar el movimiento, midiendo directamente las 
velocidades, presiones, etc., en los puntos de interés. 

1-1 querer observar una serie de magnitudes y hacer modelos a 
escala de fenómenos naturales trae a su vez una serie de dificultades 
que han obligado a una metodología especial, objeto de este capí¬ 
tulo. 


9.2 Análisis dimensional 

1 Ina de las técnicas más empleadas para el propósito antes indicado es 
el llamado análisis dimensional, método que no es particular a la 
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mecánica de los fluidos, pero que, por las razones ya aludidas, cobra 
especial significación en ese campo. d 

Parámetr w adimensionales. Para comprender el significado v P i 
alcance del análisis dimensional nos referimos a los resultados de f 
sección 8.6. Allí se vió cómo un fenómeno físico, representado n 3 
una o varias ecuaciones diferenciales, está regido, en el fondo p 
vanos parámetros adimensionales, formados por las distintas maeni 
tudes físicas que lo determinan. Sucede que los parámetro*' 
adimensionales aludidos intervienen en todo movimiento, aunque no 
se conozca las ecuaciones diferenciales que lo rigen y mucho menos 
las soluciones. Y, justamente el análisis dimensional tiene por objeto 
poner de manifiesto esos parámetros cuando laTloTTirTññgT^^^.- 
ticas no~sepüeden alcanzar. D icho de otra manera, se trata fj pjiacer 
un estudio de las restricciones impuestas a una función, arbitraria a 
priori, mediante el requisito de que sea dimensionalmente homo¬ 
génea, esto es. físicamente aceptable. Por otra parte, el análisis 
dimensional~s5IóTno arrojará. Ja “funci ón” solución del p rohi^ 
buscado y será necesario encontrarla experimentalmente o por otros 
medios. La utilización de los resultados del análisis dimensional, sin 
embargo orientará la posterior investigación experimental de manera 
insustituible. 


Dimensiones de una magnitud física 

Empecemos pues recordando que cualquier magnitud física se puede 
referir dimensionalmente a un conjunto reducido de magnitudes fun¬ 
damentales. Restringiéndonos por el momento el campo de las 
magnitudes mecánicas, las mágnitudes fundamentales que escoge¬ 
remos son longitud L , masa M y tiempo T. 

, *- as magnitudes derivadas tienen dimensiones que se expresan en 
términos de ésas. Así por ejemplo 
Trabajo: [ 1P] = L? MT' 2 

Viscosidad: |/r] = L~' MT ' 1 

Detalles de estos cálculos fueron dados en el Capítulo 1 y aquí se 
supondrán sabidos. 

Dependencia funcional. Ahora bien, en un problema de mecánica 
de los fluidos buscaremos simpre expresar la solución mediante una o 
varias magnitudes desconocidas en función de otras conocidas esto 
es, en general, soluciones del tipo 


“i =/. (a-, • • • *„), 


(9-1) 
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U 2 ~~ f? ( x 1 • x 2 • * * X n )» 

donde las x¡ pueden ser las coordenadas, la temperatura, densidad, 
y las u¡, por ejemplo, las componentes de la velocidad, la 

presión, etc. 

V Así por ejemplo, las ecuaciones (8-38) 



dan la distribución de velocidades y la pérdida de presión en una 
tubería circular en flujo laminar. 

Otro ejemplo, en el cual no se da la forma de la función, se obtiene 
al escribir que el aumento de carga H que produce una bomba centrí¬ 
fuga, es función del caudal Q, la velocidad angular A ; de la bomba, el 
diámetro de la bomba D, de la densidad p del fluido, del módulo de 
compresibilidad de fluido £ 0 , de la viscosidad p, de la rugosidad e de 
los álabes, y de la aceleración de gravedad g, esto es 


H= f(Q, N, D, p, Eg.p.e, g), (9-3) 


aun cuando dicha dependencia funcional no se conozca, ni se pueda 
esperar conocer analíticamente. 

Volviendo a (9.1) y a la luz de los ejemplos anteriores, podemos 
generalizar la formulación y postular que, una ley cualquiera, solución 
de un problema de mecánica de los fluidos, podrá escribirse de la 
manera más general 


F\ (<h. Q7. ’ ■ • • Qr,) = 0 
F 7 (Qt. • * • • Qn)= 0 


(9-4) 


donde algunas de las variables q, serán conocidas y las otras incóg¬ 
nitas. 


Parámetros adimensionales. Lo que se propone al análisis dimen¬ 
sional es establecer, como se dijo, Jas restricciones a que están 
sometidas las funciones j\ o F¡ para que sean dimensionalmente 
homogéneas, o sea que pueden tener un significado físico preciso y 
correcto. Para ello será condición evidentemente necesaria que las 
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magnitudes q, aparezcan o puedan aparecer agrupadas en producto 
adimensionales, del tipo “ us 

oii di y, 

- Q\ <12 Ri ’ ‘ ' q t , I «S n, 

(9-5) 

donde los exponentes a,, fi,, y ,,. . . son números racionales Esto 
productos o parámetros adimensionales pueden obtenerse de vari-* 
maneras y jugarán un papel importante en lo que sigue. Son del Mn* 
ya encontrado en (8.50). Como ejemplo, se comprobará fácilmente 
que (9. 3) puede escribirse en la forma 

ÍL =f _Q pND 2 e E 0 g x 
D Jl( ND*’ p D ' pN 2 D 2 '~DN* ^ ( 9 - 6 ) 

la cual dice simplemente, que entre los parámetros adimensionales 


- H „ _ Q 

1 D 2 MD 3 ' 



pND 2 


E 6 _ g 

pN 2 D 2 ' 1,6 DN 2 


(9-7) 


existe una relación tuncional /, . Se observará que esta expresión da 
una idea más precisa de la estructura de la solución buscada. 

Asimismo, las ecuaciones (9.4) se podrán expresar, una vez iden¬ 
tificados los parámetros n, , en la forma general 

JPl (ffl , Jtj i • • ■ • jt € ) = 0, 

(*i • *2. ■ * * • * e ) =0» (9-8) 

.• e < n 

donde las funciones tp¡ , i^ 2 , . . . , se llamarán funciones reducidas da 
las F, , F 2 -- 

L a obtención_ jjc los, productos . a J i m e n s i onales del tipo (9-5) y 
( 9.7) y ta presentación de la estructura de una ley tísica (eventual- 
nicnte desconocida) en la torma reducida (9.8J cons tituy en el 
Proposito fundamental del análisis dimensional. 


9.3 Teorema de Vaschy-Buckingham 

laia llevar a termino la reducción planteada en la sección anterior se 
va a establecer un procedimiento eficiente y se va a demostrar la 
posibilidad de éxito en todo caso. 
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I Plantemaiento del problema 

L OI no se habrá observado, (9.7) , los parámetros adimensionales *, 
t¿¡n formados por las distintas magnitudes que realmente aparecen 
fc n el problema (9.3), y en todos estos productos, intervienen repe¬ 
tidamente las magnitudes N, D y p. Esta o bservac ión es importante: 
Mos productos adimensionales se construyen con las magnitudes del 
problema, usando un grupo de ellas como base en torma repetida, 
con cada una de las restantes. Se presentan pues simultáneamente 
varias dificultades que se pueden enunciar y clasificar de la siguiente 

manera: . 

I ¿Cómo saber de antemano, (sino se tienen las ecuaciones dile- 
renciaje& de un problema) cuales magnitudes físicas intervienen en 
él y cómo escogerlas, esto es, cómo, a priori, escribir una relación 
funcional del tipo de las (9.3) ó (9.4)? 

2. Suponiendo que se haya logrado el punto anterior, ¿como 
escoger, las magnitudes que servirán de base! , esto es, ¿saber 
cuáles y cuántas de ellas se han de tomar para ese propósito? 

3. ¿Cuál procedimiento sistemático seguir para obtener los 
parámetros adimensionales n¡ sin error? 

4. ¿Cómo asegurar que una función de la forma (9.8) es la 
expresión más general de la o las funciones reducidas buscadas. 

Los conceptos fundamentales que responden a estas preguntas estár. 
contenidos en el Teorema de Vaschy-Buckingham. Aquí procedere¬ 
mos sin embargo, a responderlas una por una, sin prejuicio de dar 
posteriormente el teorema aludido y su demostración. 

Magnitudes que intervienen. Dado un fenómeno físico, los factores 
que en él intervienen son generalmente en parte conocidos , en parte 
resultado de la apreciación y del grado de precisión buscado. La lista 
de Tas magnitudes por incluir no sera rígida: si hay más de la Liicnta, 
la experiencia dirá cuales no son necesarias, si faltan, también la 
experiencia indicará (tras hacer intervenir el factor olvidado y obser¬ 
var una variación de los resultados) la necesidad de su inclusión. 

Así por ejemplo, si se trata de establecer la lista de tactores que 
intervienen en la resistencia al avance (tuerza de arrastre) que actúa 
sobre un buque de 1 orina dada, se podrá establecer la siguiente lista. 

1. Una longitud ¿.característica del tamaño del buque, 

2. Su velocidad U, 

3. La viscosidad del agua p, 

4. La densidad p , 

5. La gravedad g. 

Si se agregara a esta lista algún factor que realmente no interviene, 
como la masa del buque, por ejemplo, la experiencia se encargar ía, a 
posteriori, de indicar su redundancia. Al contrario si alguno di. los 
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nroh 0 ^nn d H Ca t d0 t Se j? ubiese olvidado, por ejemplo la viscosidad u 
.ncluirlo " 86 P ° ndrfa 31 desci ‘bierto la necesidad de 


2. Escogencia de las magnitudes de base 

Las magnitudes de base habrán de ser escogidas de manera que en 
conjunto abarquen todas las dimensiones físicas que se presentan 
el problema. Asi por ejemplo, en un problema de cinemática habrán 
dos dimensiones (longitud y tiempo), en uno de dinámica 3 " 
saber longitud, masa y tiempo, y en otro de transferencia de calor 
habrá que agregar la temperatura. Dicho esto, no cabe duda que una 
estructura dimensional sencilla para las magnitudes de base no puede 
sino facilitar los cálculos. Por eso, una buena regla consiste en esco¬ 
ge! las de manera sucesiva, con una dimensión adicional dada vez. 

Veamos un ejemplo. Partiendo de (9.3) se pueden escoger como 
magnitudes de base, las siguientes: 

El diámetro D de la bomba, de dimensiones [D] = L 

La velocidad angular N j^V] = T~ l 

La densidad p, de dimensiones [p j = M L~ 3 

Es evidente que con este procedimiento, cualquier otra magnitud 
mecánica habrá de poder expresarse en la forma (9.5) particularizada 

= y i D a N^p~ ,r . ( 9 _ 9 ) 


3. Determinación de los parámetros adimensionales n¡. Ejemplo 

Para sistematizar la determinación de los parámetros se recomien¬ 
da hacer un cuadro de las dimensiones de todas las magnitudes que 

aparecen en un problema, empezando por las que se han escogido 
como base. B 

Asi por ejemplo, en el caso de la ecuación de una bomba, (9.3) si 
cada í/, es del tipo ’ 

[<7,J = L oi ‘ M a ‘ 2 T a ' 3 

se obtiene el siguiente cuadro dimensional: 
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Magnitud 

Diámetro 
Veloc. ang. 
Densidad 
Caudal 

Módulo de Compr. 
Viscosidad 
Rugosidad 
Gravedad 

Carga_ 



Hecho esto, la formación de las 7r¡, según (9.9) es inmediata. En 
efecto, puesto que esos productos han de ser adimensionales, la 
expresión 

7 r, = QD a ' 

implica la ecuación dimensional 

¿o yv/°r° = L 3 M°T' 1 ¿ a ' 7" <3| L' 37l Ar y ' 
esto es, las tres ecuaciones algebraicas 


a, + 0 —3 7 i + 3=0 

0 + 0 +7, + 0= 0 

0 . - ( 3 , + 0-1 0 


Se notará que este sistema sólo tendrá raíces independientes si el 
determinante 

1 0 0 

A = 0 0-1 = 1 #0 

-3 1 0 

siendo éste, el determinante formado con los coeficientes a¡ corres¬ 
pondientes a la base. 

En el ejemplo actual, puesto que A = 1, se obtiene 


a 


= -3, (}, = - 1, 7 , = 0, 
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es decir que 


n, = QD- 3 N' 


_Q 

A ’D* ' 


es un parámetro adimensional, comprobándose así uno de los resul¬ 
tados de (9.7). 


4. Parámetros adimcnsionales. Método general 

Para establecer la metodología general, a la luz del ejemplo anterior 
partamos de (9.4), suponiendo que el número de dimensiones F¡ es 
m, a saber 

F >. F 3 ■ • • ■ F m . (9-H) 

Las distintas magnitudes que intervienen en el problema pueden 
entonces, expresarse en la forma 

[<7i] = F/» F 2 a ‘*F 3 a u- • • F° im . (9-12) 

Y P or consiguiente el cuadro de los exponentes a¡j forma una matriz 
A 



obtenida del cuadro de dimensiones siguientes, 

(9-14) 



ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD 


323 


K como se hizo en el ejemplo anterior. 

■ t,a escogencia de las magnitudes de base se hará ahora entre las i/„ 
f intervienen en el problema mediante el procedimiento siguiente, 
fl cual se justificará a posteriori. 

F puesto que n > m, escoger una submatriz mXm de A, por ejemplo 
j formada por la m primeras filas, y formar el determinante de dicha 

cijbmatriz. , 

% e ste determinante es d istinto d e cero, las magnitudes corres¬ 
pondientes pueden formar una base para expresar las demás en 
Bj'fníhos de ellas. 

determinante es nulo, se buscarán los determinantes de las otras 
s ubmatrices de mismo orden (poniendo una fila distinta cada vez) Si 
alguno de ellos es distinto de cero, se tiene el caso anterior. Si todos los 
determinantes de orden mXm son nulos, se hará lo mismo con las matri¬ 
ces de orden (m 1) m. Si al menos uno de los determinantes corres¬ 
pondientes es distinto de cero, lasz/, correspondientes son indepen¬ 
dientes y pueden servir de base, sino, se repiten los pasos anteriores. 

Para formar ahora los parámetros adimensionales xr t -, partimos de 
(9.5). que ahora puede simplificarse, escribiendo 


Oti 0t2 

= q¡ q, <u - • 


«k 

• Qk . 


k < i < n 


(9-15) 


donde se ha supuesto que la k primeras magnitudes son indepen¬ 
dientes y han sido tomadas por base. Esta expresión postula que cada 
una de las magnitudes restantes puede íormar un producto adimen¬ 
sional con las k primeras. 

El teorema de Vaschy-Buckingham consiste en decjr_flii fi con l as n 
magnitudes (9.4) en consideración, de las cuales m han sido escogidas 
como base, es <íi>mpr¡’ pnsible formar n-m prodü ctos-adfmensionales 
R escribir relaciones funcionales en forma de funciones reducidas del 

tinn f9 X l 


Ejemplo 1: 

Suponiendo que no se conocen las leyes que rigen la caída de presión a lo largo 
de una tubería por la cual circula un fluido, explicar cómo se pueden organizar 
experimentos que hagan aparecer las magnitudes que intervienen. Encontrar una 
expresión adimensional de la forma de la ley física que da dicha caída, e indicar 
cómo se pueden representar gráficamente en la forma más compacta posible los 
resultados experimentales. 

Para saber de qué factores físicos depende la caída de presión /Sp entre dos 
Puntos de una tubería por la cual circula un fluido, se pueden ejecutar varios 
experimentos sencillos que los pongan inmediatamente en evidencia Dado que la 
intuición misma los sugiere, algunos de esos experimentos pueden ser totalmente 
in necesarios. 

Cambiando la velocidad, el diámetro, la densidad, la viscosidad (por ejemplo 
■Calentando), la longitud del tubo y la rugosidad se observa inmediatamente que 
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Ap = F(U, D, p, |u, i e ). 


Si alguno de esos factores se olvidara, la experiencia inmediatamente indin, , 
omisión. 


Magnitudes de base. Estas podrfan ser cualesquiera, siempre que formen Un | 
base completa y que el determinante que forman sus dimensiones sea distim* J 
cero. 0 

Escojamos el diámetro, la velocidad y la densidad. Se tiene el cuadro dimJ 
sional siguiente: 


L 

M 

I 

1 

0 

0 

1 

0 

-1 

-3 

1 

0 

-1 

1 

-2 

- 1 

1 

- 1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 


donde se lian incluido, de una vez, las dimensiones de las demás magnitudes. 
El determinante A de las dimensiones de las bases es 


= 1*0 


Luego, la base es completa. 

Producto adimensional n,. 
Escribamos 


= A p Z) u ' lA pfi 


que lia de ser un producto adimensional. Luego 
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¿onde el sistema de ecuaciones 


a, + 0 . ~3>i - 1 =0 

7i + 1 = 0 


- 2 = 0 


gj te sistema tiene por soluciones 


P, = - 2, y, = -1, oii = 0, 


¿ e ¿onde se concluye que 


ir. =Apl/^ P-' =$2 




Producto ir 2 . Haciendo intervenir la viscosidad, escribamos 

n a 2 j,Pj 72 
7 r 2 = p D U p , 


que ha de ser un producto adimensional. Luego 
I L°M°T° = L-' M'T-'L* 2 L &7 T , 

de donde el sistema de ecuaciones 

a 2 + 02 “ 3 72 = 0 

7 2 + 1 = 0 


-02 -1=° 


Las soluciones son 


02 = -1, 72 = - 1 » a 2- 1 


Se concluye que 

i ,,-i -i P _ ** _ * 

tt 2 =p IT p - ¿yp —JjQ- R e 

Observando que el inverso es tambiénadimensional, escribamos 


7T 2 — R e - 



hace"ningún cálculo que ' " " ' Íene " *" d¡me " SÍO " eS ’ COnC,u ^o S sin 


" = /*- =1 


es un producto adúnensional. 


Producto n A . Por las mismas razones escribimos 


"4 - £ 


Teorema de Vaschy-Buckingham 

Sabemos que la forma reducida, esto es, la más sencilla de la fórmula (1), es dada 

W 1 ~ F (ttj, tt 3 , n A ) 


pU* ne '~D~’~D ) - 

Este es el resultado que permite alcanzar el análisis dimensional. 


Resultados experimentales 

Una sene sencilla de experimentos muestra inmediatamente que Ap es propor 
cional a /. Luego se concluye inmediatamente que 

^ = pU2 ~]) fi (fie> 4 ) 


Por razones prácticas, interesa calcular- h f , como se verá en el Capítulo 10 
Luego se tiene 


-f ' M - S ¥ Í> 


donde ) 2/,. Se llega de esta manera a la expresión de Darcy-Weisbacli. 


ANAL ISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD 


327 


donde el análisis dimensional informa que /depende del número de Reynolds y 
de la rugosidad relativa 

/ = / (*.. ¿0 < 4) 

Los ensayos experimentales exigidos para determinar / son muy laboriosos, 
como se sabe El análisis dimensional indica que los parámetros que habra de 
hacer variar en los experimentos son R c y e/D. Dado que (4) hace interven» tres 
v-inahles R e/D f se podrán resumir todos los casos en un solo gráfico 
J'lsioni llevando por ejemplo en abrasas y /«„ ordenadas. Se ob- 
tendrá pues, a priori. una serie de curvas, una para cada valor de parametro e/D. 

El lector sabe (o aprenderá) que esos experimentos han sido realizados y que 
el gráfico obtenido se llama diagrama de Moody. (Ver cap. 10). 

Ejemplo 2: 

Encuéntrese la estructura de la fórmula que da la resistencia F D al avance, de 
todos los cuerpos geométricamente semejantes que se mueven parcialmente 
sumergidos en un fluido compresible de densidad p y viscosidad p, con una 
velocidad uniforme U. 


Solución: 

La resistencia del fluido es debida a la fricción sobre las paredes del cuerpo y a la 
resistencia generada por la producción de ondas. Dependerá además del tamaño 
del cuerpo, caracterizado por una longitud /,, de la velocidad U, la densidad p, la 
viscosidad p y el módulo de compresibilidad E del fluido, así como de la inten¬ 
sidad g de la gravedad. 

Podemos pues escribir 

F d = f(U, l, p. P, E, g). 

Como magnitudes de base se tomarán la velocidad U, la longitud / y la densi¬ 
dad p. Elcuadro dimensional es entonces el siguiente: 
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Habiendo verificado que la base es completa, se obtienen los productos adinien 
sionales. 1 

Fuerza de arrastre. Escribamos 

= F d i “'í/^'p 7 ' 
y determinemos a,, /3,, 7 , a partir de la condición 

L°M°T° = LMT~ 2 L a '(LT-') l3l (L- 3 AÍ) y ' 

= LMT " 2 L ai L^'T 

o sea que 

0 = 1 + a, +13,-3 7 , 

0 = 1 + 7 , 

0 = -2-/3, 

de donde 

a i = -2, /3, = -2, 7 , = -i. 

luego 


Viscosidad tt 2 =~y ó i r, =— =/? 

piu V 

Módulo de compresibilidad. Escribamos 

7T 3 = £■ / as í/ 3 p? 3 

y determinemos a 3 , /? 3 , 7 3( a partir de 

L°M°T° = L-'MT- 2 L a 3 (LT l ^ 3 (L- 3 Ar ) y3 
= L- l MT- 2 L a 3 L? 3 L - 3 y 3 f^ 3 M y3 

o sea que 

0 =-l +a 3 + /3 3 - 3 7 3 
0 = 1+73 
O=-2-0 3 
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tt3 = 0 , 02 = 2 , 73 = - 1 . 


Df consiguiente 


E 

1,3 " pU 7 


«nibién 


levedad. Se encuentra: «4 —j=r 

jegún el teorema de Vaschy-Buckingham podemos pues escribir 


Jjl , 

pTPT* V y/E/p \Jgl 

= f(R e ,M,F r ). 


y/E/p 'fzí 

se puede llamar número de Mach, y de Froude, respectivamente 


5. Deducción del teorema de Vaschy-Buckingham 1 (teorema rr) 

Este teorema permite asegurar que la expresión del tipo 


(tTfc+l , * k*2 >•••• 


(9-16) 


forma reducida*más sencilla posible de la ley física buscada. 


1 E. Buckingham, “Model Experiments and the Forms of Emp.ncal 
Equations”. Transad. ASME., Vol. 37, 1915. 
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hn efecto esa ley física puede, a priori, escribirse en la forma (Q 
como ya sabemos • 


F ^i -^ 2 . • • • </„)= 0 . 


< 9 - 17 , 


Supongamos que las dimensiones independientes que intervienen 
estas magnitudes son k en número, y que por consiguiente ]• 
primeras, por ejemplo, </,. q 7 , q 3 ... q h . forman base, esto^, 
permiten formar, con cada una de las n-k restantes, parániet^ 
adimensionales del tipo (9.1 5). ° s i 

= ?/</1 ‘' f/? 012 ’ • • q k ah k< i<n. 

(9-18) 

De estas expresiones (9.18) se pueden despejar las q¡, (k< i < n \ en 
función de tt, y de las q¡ de base. 

Si se sustituyen los valores así obtenidos en (9.17) , se obtiene uj 
relación funcional, nueva, del tipo 

^ (tfi ■ * • • • q k . **+i. tffe+2. • • • • ?r n ) = 0 . (9-19) 

Queda por demostrar que, mediante esta sustitución en la función <J> 
desaparecieron, no sólo las variables q x , q k + ,,. . . r/ n , sino también 
las magnitudes de base q¡,... q k . 

Para mostrar esto partimos de la observación que las expresiones 
(1.17) y (9.19) de la ley física en estudio, son dimensionalmente 
homogéneas. Supongamos entonces que efectuamos un cambio de 
unidades de las magnitudes q k + ,, q k + _ _ q „. Como consecuen¬ 
cia, las cantidades que las miden no son ya q k + , q k q I 

s^o q'k+ 1 . q' k + . q'n- 

Basándonos en (9.18) y puesto que los n¡ son adimensionales. 
esto es. que son invariables en ese cambio de variables, determi¬ 
namos las nuevas cantidades q\, q l 2 . . . q k , que miden las bases. 

Peto como la ley física (9.19) es invariante ante un cambio de 
variables, según indicado, se tendrá ahora 


^ ^q\ • q 2 , ’ • • q' k . + i. ”k* 2 - " • ’ n n ) = 0. 


(9-20) 


Hsto indica que (9.19) es válida si se sustituyen q x , q 7 , . . . q k por 
oíros valores q\ , q\. . . . q' h . cualesquiera. Se pueden pues escoger 
unos valores constantes qf, q\. ... r/j, y escribir (9.19) de la si¬ 
guiente manera: 


'Mí/f, q* • • • q*_ 77 fe + í , ti k+ 2 * • * ’ n h ) = 0. 
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Como sería inútil escribir explícitamente esas constantes (9.21) se 
transforma en 

(Ti k *1 • T* k*2 ‘ 71 n) ~ 0. 

o cambiando la notación 

</>(*!.* í, ■••*„-*) = (9-22) 

que es precisamente la expresión del teorema. 2 

Ejercicios 

1 . Se sabe que la potencia necesaria IC para mover una hélice de avión depende 
de los siguientes factores: diámetro de la hélice, D; velocidad del sonido en el 
fluido, c; velocidad angular de la hélice, tu; velocidad del avión V; densidad y 
viscosidad del fluido, p yg, respectivamente. 

a) De acuerdo con el teorema de Vaschy-Buckingham, ¿cuántos parámetros 
adimensionales caracterizan el problema? 

b) Tomando D, U, p como magnitudes de base, determinar dichos pará¬ 
metros e indicar qué tipo de relación funcional existe entre ellos. 

c) Explique cómo se representaría gráficamente la ley experimental buscada, 
en términos de los parámetros hallados. 

Respuesta: W ¡ p D 2 U 3 = / (M, gj DjU, R e ) 

2 . El par motor de una turbina depende del caudal Q, de la carga de entrada// 
(altura), del peso específico 7 , la velocidad angular cu y la eficiencia 17 . Deter¬ 
mínese el par motor T como una relación funcional entre parámetros adimen¬ 
sionales. Como magnitudes de base, se tomarán 7 . H, Q. 

Respuesta: T/y /f = / (tu H 3 /Q, 17 ) 

3 . El caudal que fluye por un pequeño orificio depende de la carga de entrada 
//, de la gravedad g, del diámetro del orificio A de la densidad, la viscosidad y la 
tensión superficial, p.p.r respectivamente y de la rugosidad e. Encontrar de qué 
grupos adimensionales depende el coeficiente de descarga C d . 

Respuesta: p D \/ g H/p. D/H, t IpgH 2 , e/H. 

2 Ver otra demostración en H. L„ Langhaar, Dimensional Analysis and Theory 
oj Mudéis, Wiley. 
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4. Determinar los factores adimensionales de que depende el caudal de un 
vertedero triangular en V, donde Q es el caudal, h de altura sobre el vértice, p,vy 
t la densidad, viscosidad cinemática y tensión superficial, respectivamente, 0 el 
ángulo y g la gravedad. 

Respuesta: Q = g' /j <b(g'^ hfr/v, gh 2 p/T,p). 

9.4. Teoría de modelos 

La teoría anterior permite establecer criterios para organizar un 
experimento físico en el cual se quiere establecer la relación adimen¬ 
sional que liga las varias magnitudes involucradas en un fenómeno. Es 
posible sin embargo que, dadas las dimensiones del o de los objetos 
que intervienen, no sea posible llevar a cabo el experimento en ver¬ 
dadero tamaño. Así por ejemplo, si se quiere estudiar la influencia de 
la forma de un buque sobre la resistencia al avance, o su estabilidad 
etc., no es muy conveniente llevar a cabo el experimento cuando el 
buque ya esté construido. Se prefiere en estos casos, tratar de hacer 
un modelo a escala y, reproduciendo sobre él los mismos movimien¬ 
tos que en el prototipo, medir las magnitudes que se desean conocer. 

1. Criterios de semejanza 

Para llevar a cabo este programa, hace falta asegurarse que el modelo 
está sujeto a los mismos fenómenos que el prototipo, sólo que a una 
escala menor, y hace falta, naturalmente, conocer dicha escala. Será 
pues necesario establecer una serie de criterios de semejanza, que 
consideramos a continuación. 

Semejanza geométrica. Es necesario en primer lugar que los ob¬ 
jetos que intervienen en el modelo y en el prototipo sean geométri¬ 
camente semejantes, es decir que sus tamaños característicos 
correspondientes estén todos entre sí, en la misma proporción. 

Semejanza dinámica. Se entiende por semejanza dinámica el hecho 
de que el flujo en el modelo sea, en una proporción conocida, exac¬ 
tamente la imagen del flujo en el prototipo, de manera que las velo¬ 
cidades, las fuerzas, etc. en el uno y en el otro estén relacionadas 
entre sí de una manera perfectamente definida. 

El procedimiento más rápido para establecer las condiciones de 
semejanza dinámica consiste en escribir, en forma adimensional, la o 
las ecuaciones diferenciales que rigen el fenómeno, con, eventual- 
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. ,:,¡ nne o de contorno. Al estar en forma adimensional, 

ecuaciones y condiciones, habrán de ser la s mismas en el 
modelo y en el pjoiipo, de donde se deducirán inmediatamente los 

“'Asidor S ej“pirpara un problema relacionado con un fluido 
. .nmnresible y que esté regido totalmente por las ecuaciones dt 
Navie/ Stokes (8.13) se concluye inmediatamente, al ponerlas en la 
forma adimensional (8.51). 


a 


* 

y 




(9-30) 


oue el criterio completo para que los flujos sean dinámicamente 
semejantes, es que los números £., F, sea,, los mismos en el 
modelo y en el prolotipo. Se obtiene de esta manera llamando £,, 
R‘ c . F; los números adimensionales en el prototipo y t u , R e , r 
correspondientes del modelo, 


E u = E' u . R e = K> F r = F’ r . (9-31) 

Se puede apreciar la efectividad de la información que dan las ecua¬ 
ciones del movimiento, incluso cuando no se las sabe integrar. 

Existe una manera mucho más elemental de establecer los cr,teños 
de semejanza, mediante un razonamiento físico-intuitivo Com^e 
considerar en cada problema, cual es la naturaleza de las fuerzas que 
intervienen y de establecer los parámetros adimensionales que 'a. 
relacionan. Esos parámetros deben de ser iguales en el modelo y en 

^/w'por ejemplo, consideremos las fuerzas de inercia. Sus dimen¬ 
siones son del tipo masa X aceleración 

P¡ a pL 3 LT 

a pl 2 iF 

donde / y U son una longitud y una velocidad características. 
Asimismo, las fuerzas de viscosidad son del tipo 



a p v Ul 


(9-32) 
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La razón entre ambos tipos de fuerza da 


ti pl't : IU 

/', pvUl r 


(9-33) 


Supongamos ahora que tenemos un modelo y un prototipo. En et 
prototipo la relación F¡/F v será dada por 


tV _ m 

- T~ — A c 

V e 


lili el modelo, donde las magnitudes correspondientes se designan por 
/. v, y se tendrá 


V 


(9-36) 


Faia c|ue naya semejanza dinámica habrá, pues, de cumplirse 


V V' 


(9-38) 


Ejercicios 

i Mostrar que si entre las fuerzas que inliuyen en un fenómeno intervienen las 

!ueuas de 8 r:lved:ld L g . caracterizadas por un valor de g, la relación entre éstas v 
las de inercia F¡ es dada por 


' -fA 


donde F r es el número de Froude. 

2 Mostrar que cuando intervienen fuerzas de tensión superficial t se tiene 

4- * 


donde !t' es el número de Weber. 


2. Aplicación de los criterios de semejanza 

A menudo ocurre que un fenómeno esté regido por un sólo tipo de 
fuerzas, además de las de inercia. Por ejemplo, supongamos que se 
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B te de las fuerzas de viscosidad, como ocurre en el flujo en una 
f hería. Entonces entre el modelo y el prototipo, para tener serne- 
|r nza dinámica, ha de cumplirse la relación 


= R' 


(9-38) 


Rilo implica que dada, por ejemplo, una velocidad en el prototipo, 
K; s te una “velocidad correspondiente” en el modelo, que asegura la 
semejanza: es aquella que ha de establecerse en el modelo para que 
(9.38) se cumpla. 


Ejemplo: 

ge requiere simular el flujo de aire en un ducto mediante un flujo de agua, a 
f escala 1/4 Si el gas tiene una velocidad media de 24 m/seg. se pregunta cuál ha 
de ser la velocidad en el modelo, y cuál será la pérdida de presión en el ducto si 
en el modelo ésta es de 0,2 bar por metro de longitud. 

Se tomará, para el aire: p = 1,3 kg/m 3 , p = 1,8 X 10' 5 kg/m.seg y para el 
agua p = 1000 kg/m 3 , p - 1,3 X 10~ 3 kg/m. seg., y se supondrá que la 
semejanza geométrica de los tubos incluye las rugosidades. 

Para que los flujos sean dinámicamente semejantes, es necesario que se 

umpla (9-38) 

UD _ U'D ' 


ee' 

puesto que la semejanza geométrica ya asegura p~ ~¡y • La velocidad corres¬ 
pondiente en el modelo habrá de ser 


. ¡y V w 1.3 X 10' 3 v 1.3 

Ü = íy ~T> T 24 X 4 X 1000 X 1-8 X 10- s 


’**** rsnrré**-" 1X04 


La pérdida de presión por unidad de longitud será dada por 


ID 2 f Re ' D 

Si Re son iguales, se tendrá pues, entre el modelo y el protipo 
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Es decir, en el prototipo, la pérdida de presión en el ducto será 

A p' _ A p D_ U' 1 
f I p W 7T 5- ' 

1-3 v 1 (24) 2 

Í000 X 4 (9.04) 2 “ °> 0005 48 bar/^ 
= 0.458 milibar/m. 


Ejemplo: 

Un barco que tiene una longitud de 135 m ha de tener una velocidad de crucer 
de 35 km/h„ ¿A qué velocidad habrá que arrastrar un modelo a escala 1 : 30 
que el número de Froude sea el mismo para el modelo y para el prototipo?* 
Calcular el número de Froude. 

Se tiene que 



U 2 _ U' 2 
gl gl' 


ya que la intensidad de la gravedad será la misma en ambos casos. 
Luego 

U ~ W Vjt = 35 V = 6.4 m/seg. 

El número de Froude es 


' r -=- — = O.ZO. 

sjgl 3600 V9.8X 135 

En numerosos casos prácticos, las características de los fluidos em¬ 
pleados en el modelo y en el prototipo no pueden ser escogidos arbi¬ 
trariamente, ya que no hay muchos fluidos disponibles para trabajos 
de laboratorio. 

Ocurre pues que los criterios de semejanza no pueden ser todos 
satisfechos completamente. 

Ejemplo: 

Se quiere establecer un modelo para el estudio de la resistencia al avance de u" 
avión supersónico en un túnel de prueba. El prototipo ha de volar a 1200 km !'• 


ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD 


337 


una atmósfera quieta de densidad 1,3 kg/m-\ y viscosidad cinemática 1.2 X 
KT 6 m 2 /seg, con una presión de 1 bar. Una longitud característica de su tamaño 
s l ~ 50 m. Se quiere hacer el modelo a escala 1/10. Se pide: 

1. Estudiar la posibilidad de hacer funcionar el túnel utilizando aire atmos¬ 
férico en ambos casos. 

2 . Si la condición anterior es imposible de cumplir, determinar a qué presión 
correspondiente tendrá que estar sometido el túnel, así como la densidad y 
velocidad del aire, admitiendo que la viscosidad tiene el mismo valor. 

3 . Si se midió una fuerza de arrastre de N, en el modelo, qué potencia 
habrán de tener los motores del avión para mantener la velocidad de crucero. 

Para que el modelo simule dinámicamente al prototipo es necesario que sean a 
a vez iguales los números de Reynolds y de Mach, (ejemplo 2, sección 9-3), ya 
que el avión está completamente sumergido en el fluido. Esto es, se ha de tener 

R e = R'l, ( 1 ) 

M = ( 2 ) 


esto es 


pUl _ p'U'l' 
P p' 


y/E/p VW (4) 

1 . Si se usa el mismo fluido en el modelo y en el prototipo, es decir, aire |se 
tiene p = p' y p=P' ■ 

Entonces concluimos de (3) que 

Ul = U'l', 

esto es que la velocidad en el modelo ha de ser 


U=lf- l — 


esto es, puesto que —-—=10 


U = 10 U' = 10 X 1200 km/h. = 12000km/h. 


Por otra parte, de (4) concluimos que 

U = U\ 


( 6 ) 
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ya que también /•' 

Ahora bien, hay una contradicción entre (5) y (6), aparte de que (5) ser, 
imposible de realizar. Luego no se puede usar, en el modelo, aire con las misni * 
características atmosféricas que en el vuelo considerado. 

2. Se puede, tratándose de aire, lograr una solución haciendo trabajar e i 
túnel bajo presión. Tómese pues * 

P = 10/7= 10 bar, 

entonces 


[ I 3 En el estudio de la resistencia al avance de un barco, Fraude propuso de 
I expresar la fuerza de arrastre según 

i I donde representa la llamada resistencia de superficie y <l> 2 es la resistencia de 

ondas. 

La resistencia de superficie es obtenida expenmentalmente y da 
I <D. = K A tA 


P ' = 10 p = 13 Kg/m 3 . 

Admitiendo, como se comprueba, que las viscosidades siguen siendo iguales, se 
tiene ahora, de (3) 


y de (4) también 


u '- u w 


= U, 


(7) 


donde A es la superficie lateral mojada del barco y K = 0.0048 SI, n = L83 en 
agua dulce y K = 0.0070 ,n = 1.94 en agua salada. 

La resistencia 4*2 es obtenida mediante ensayo sobre modelo. Se pregunta la 
resistencia al avance que actuará sobre el barco cuando se desplace a la velocidad 
de 45 km/h en el mar, sabiendo que su superficie lateral mojada es de 450 m 2 y 
que el modelo (a escala 1/25) se desplaza en agua dulce, en la cual experimenta . 
una resistencia al avance de 20 N. ¿Cuál es, además la potencia que deberá tenet 
el motor del barco si la eficiencia de la hélice es del 70% ? 


U' = U; 

por consiguiente el modelo en estas condiciones será representativo. 


Ejercicios 

1 . Mostrar que la resistencia de arrastre que sufre un barco debido a la for¬ 
mación de olas puede expresarse por 

R=pU 2 l 2 4>( ~). 

vV 

Se diseña un buque para navegar a la velocidad de 40 km/h. Se encuentra 
experimentalmente que la componente de la resistencia debida a las ondas en un 
modelo a escala 1/40 es de 20 A/, cuando es remolcado en agua dulce. Encontrar 
la velocidad de este modelo y la resistencia que sufrirá el prototipo en agua de 
mar con p = 1025 kg/m 3 . 

2 . Mostrar que la satisfacción simultánea de los criterios de semejanza de 
Reynolds y de Fraude es imposible, a menos que se utilicen dos líquidos (en el 
modelo y prototipo) de características totalmente distintas. 





CAPITULO 10 

Flujo turbulento 


10.1 Introducción 


En el movimiento de un fluido viscoso por un tubo, el caso laminar 
no es el único posible. En efecto, para una velocidad suficientemente 


grande, el flujo en el tubo se 
hace de repente extremadamen¬ 
te irregular: las partículas del 
fluido, y grupos enteros de 
ellas, adquieren velocidades 
transversales totalmente varia¬ 
bles y sin ninguna aparente 
ordenación. Las velocidades 
longitudinales también parecen 
oscilar en forma cahótica con 
respecto a su valor promedio. 
Este tipo de distribución al azar 
recuerda el movimiento de las 
propias moléculas del fluido, 
sometidas a la agitación tér¬ 
mica. Sin embargo, se trata de 
un fenómeno distinto, a escala 



Flujo laminar 



Flujo turbulento 
Figura 10.1. 


mucho mayor puesto que es 

observable por el ojo, y se le da el nombre de turbulencia. 
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Por cierto que el tamaño de esos remolinos turbulentos, como se 
les llama, puede variar mucho, según cómo y dónde se producen, y a 
que la turbulencia se presenta prácticamente en todo fluido en 
movimiento. Asf, además de las tuberías que nos han servido de 
ejemplo inicial, se habla de turbulencia atmosférica, turbulencia en la 
estela de un buque, chorro de agua turbulento, etc. En cada uno de 
estos ejemplos, el tamaño de los remolinos turbulentos es, a su vez 
variable, yendo desde varios kilómetros en los movimientos de | a 
atmósfera, hasta dimensiones microscópicas en ciertos túneles de 
viento. 

El tratamiento matemático de la turbulencia es, como se verá, 
extremadamente difícil y hasta el presente no se conoce ninguna 
solución “exacta”, es decir, estrictamente racional, que describa un 
flujo turbulento. 

Históricamente, el primero que trató de cuantificar este ejemplo 
sorprendente de inestabilidad dinámica fue Osborne Reynolds 1 , 
quien encontró un criterio preciso para saber cuándo un flujo laminar 
se hace inestable y se transforma en turbulento. Su experimento, 
descrito en todos los textos de Mecánica de los Fluidos, consistía 
simplemente en un envase del cual escapaba agua por un tubo largo 
de vidrio y cuyo caudal era graduable. Para hacer visible el movimien¬ 
to del líquido, inyectaba un colorante en el centro del tubo. Después 
de dejar descansar el líquido varias horas y de mantenerlo aislado de 



Figura 10.2. 


1 O. Reynolds, PhiL Trans. Roy. Soc., Longres, Vol. 174, 1883, y Vol. 186. 
1895. 


toda vibración, comenzaba el experimento haciendo pasar el líquido 
por el tubo, a pequeña velocidad. Se observaba entonces la traza del 
colorante bien clara y rectilínea en el centro del tubo, siguiendo la 
trayectoria de las partículas de fluido, tal como se postula para un 
flujo laminar. 

Aumentando el caudal, es decir, la velocidad, se observaba que, de 
repente, el filete coloreado parecía querer ensancharse o diluirse 
transversalmente en el resto del Huido. En realidad estas perturba¬ 
ciones no perduraban y desaparecían regresando la traza coloreada a 
su aspecto normal. El régimen había entonces entrado en lo que se ha 
llamado una fase de transición o de casi-inestabilidad. En efecto si se 
seguía aumentando la velocidad, Reynolds observó que esas pertur¬ 
baciones se hacían más frecuentes y de mayor tamaño, hasta el 
momento que ya no se amortiguaban: entonces, de pronto, el colo¬ 
rante se extendía a toda la masa líquida, en una mezcla completa de 
las distintas líneas de corriente y la desaparición total del filete co¬ 
loreado como tal. Este era pues el inicio del flujo turbulento, 
totalmente distinto del flujo laminar. 

Llevando a cabo numerosos experimentos en los cuales se hacían 
variar distintos parámetros, Reynolds observó que, en el caso de 
tuberías, el inicio de la turbulencia estaba ligado al valor numérico de 
la cantidad adimensional: 


Up d 

donde U era la velocidad media del líquido en el tubo, d el diámetro 
del mismo, y p. p la viscosidad y la densidad del fluido, respectiva¬ 
mente. 

Esta cantidad corresponde a lo que moderadamente se ha llamado 
número de Reynolds 


y sigue siendo el parámetro característico fundamental del movi¬ 
miento de un fluido viscoso, como ya hemos visto por otro lado 
(8.501. 

Los resultados experimentales más r ecientes indican que, en 
condiciones habituales. cTlliilo^rurbulerít alx'/i una t ubería se inic ia 
cuando el número de Reynolds alcanza un valor de aproximadamente 
2,000. Sin embargo, si se toman medidas muy especiales, a sa ber , 
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ieposo inicia] absoluto del fluido, eliminación de vibraciones y h p 
cambios de temperatura, etc., este valor crece enormemente. 

Por otra parte, se ha hecho también el experimento inverso est 
es, partir de un flujo turbulento e ir disminuyendo la velocidad hast° 
lograr la aparición del flujo laminar. En estas condiciones los resuf 
tados son más categóricos, habiéndose observado que el flujo p as - 
lamí luir siempre que d ® 


Para los tiñes prácticos se toma pues este valor para caracterizar la 
frontera entre flujo laminar y turbulento en una tubería. 


Sub-capa laminar 

Es de observar que la descripción inicial de la turbulencia aquí 
presentada no se ha hecho mención alguna de la presencia de l as 
paredes. No cabe duda que muy cerca de éstas, el movimiento de las 
partículas de fluido es estor¬ 
bado, y tanto más cuan menor 
la distancia. Llega pues un 
momento, muy cerca de la 
pared en que la turbulencia ya 
no es posible. Esta zona es 
llamada sub-capa laminar, y su 
espesor jugará un papel impor¬ 
tante en las consideraciones que 
Siguen. 

El plan de este capítulo Figura 10.3. 

consiste en presentar primero 
los métodos prácticos de análi¬ 
sis, es decir, aquellos directamente aplicables a la predicción y cuanti- 
ficación del flujo turbulento, dejando para las íiltimas secciones con¬ 
sideraciones de tipo más amplio que permitan una mayor profundiza- 
ción del tema. 


10.2 Flujo turbulento unidimensional. Esfuerzos de Reynolds 

Así como los experimentos de Reynolds fueron efectuados en un 
tubo, asimismo conviene hacer un primer estudio de la turbulencia 
pensando en el caso de un flujo unidimensional. 

Las razones para ello son a la vez de índole práctica y teórica. De 
índole práctica porque el flujo dentro de una tubería es el primero 
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jg presenta y se presentó históricamente a los que se impusieron 
í 1 tarea de conocer las leyes del movimiento de los fluidos y sacar 
rovecho de ellas. De índole teórica, pues las principales preguntas 
P u e se pueden plantear ante el fenómeno de la turbulenciase plantean 
va en el caso unidimensional. 

y Consideremos primero esta última afirmación. En el capítulo 8 se 
estudiaron las relaciones que han de existir en el seno de un fluido en 
movimiento, entre las velocidades de deformación y los esfuerzos 
cortantes que se generan como consecuencia: estas relaciones se 
llamaron ecuaciones constitutivas y combinándolas con lo que es 
esencialmente la ley de Newton, se obtuvieron las ecuaciones de 
bJavier-Stokes. 

Cabe ahora la pregunta de saber si las ecuaciones así obtenidas son 
válidas también cuando el flujo es turbulento. La respuesta que se ha 
dado a esta pregunta es afirmativa. ¿Cómo entonces entra en dichas 
ecuaciones el fenómeno turbulento? Para responder aquí, hace falta 
primero, tratar de hacer una descripción cinemática de la turbulencia. 

Si el fluido se está moviendo, quiere decir que tiene una velocé 
dad de conjunto “visible”, que puede separarse de la “pulsación” 
turbulenta. 

Para aclarar esta idea consideremos cómo varía con el tiempo la 
velocidad del fluido en una dirección dada 0.x. Se puede pensar, por 
ejemplo, en un punto dentro de una tubería y en la velocidad allí 
observada por un instrumento 

que fuera lo suficientemente-—-— 

sensible para poder indicar las ” “* 

fluctuaciones temporales. Este 
intrumento indicaría un gráfico 

como el representado en la-1- 

figura adjunta. 

Se observa que u x - u x (t ) ^ 

representa una variación total- , u u * (t) 

mente irregular, en general de i /J i 

alta frecuencia, alrededor de un / • 

cierto valor promedio (media j J ^ A/’ ¡, 

temporal), definido como -— V^A/V 1 


1 \ ti \ A 


j /• * 0+ A t 

“ x = a7j u *^ dt ‘ 
*0 


( 10 - 3 ) 


donde A / es un intervalo sufi¬ 
cientemente grande para que las 


Figura 10.4. 


t o+ A t 
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pulsaciones turbulentas queden “borradas” en ese valor promedio v 
suficientemente pequeñas para que permita una variación “lenta” de 
Í7 V con el tiempo, en el caso de tratarse de un flujo turbulento ", 10 
permanente . Un criterio para escoger A t puede ser por ejemplo, de 
jue el resultado obtenido, u x , no dependa del valor inicial , toma¬ 
do para calcular la integral, ni del propio A t. 

El valor medio temporal u x así hallado representa evidentemente 
la manera en que se mueve el fluido en promedio, si uno no toma en 
cuenta el vaivén desordenado de la turbulencia, vaivén que de aquí en 
adelante llamaremos pulsación. 

La velocidad total del Huido se podrá pues expresar ahora como 


tt x = u x + u’ x ( 10 . 4 , 

en la dirección Ox , donde u' x se llamará justamente velocidad de 
pulsación. Naturalmente, para un movimiento cualquiera de un 
fluido se tendrá 


«y = u y + u' y 
u z = u z + u\ 


(10.5) 


y también, cabe notarlo, como consecuencia de estas pulsaciones de 
la velocidad, una fluctuación de la presión, del mismo tipo 

p = p+p'. (10.6) 

En el caso Je una tubería, naturalmente, las componentes ü y ,u z , 
serán nulas, pero no las pulsaciones transversales de la velocidad, es 
decir u ' y , u' z . 

C on esta descripción cinemática de la turbulencia volvamos ahora 
a la pregunta inicial de saber qué ocurre con las ecuaciones de Navier 
Stokes en el flujo turbulento. Bastará evidentemente colocaren ellas 
las expresiones (10.4). (10.5) y (10.6) para ver en qué se transfor¬ 
man. Esta sustitución se hará más adelante, ya que conduce a 
expresiones bastante extensas; pero lo que se puede decir de una vez 
es que el flujo turbulento puede ser considerado como generando, en 
el seno del fluido, unos esfuerzos corlantes (y normales) adicionales, 
llamados esfuerzos de Reynolds que se agregan a los esfuerzos cor¬ 
tantes de viscosidad. 

La aparición de los esfuerzos de Reynolds debidos a la turbulencia 
se puede hacer comprender en el caso del flujo unidimensional en 
una tubería, mediante un razonamiento intuitivo, del mismo 
tipo que el que explica el fenómeno de la viscosidad. 




Para ello consideremos una 
• a pa de fluido y sobre ella un 


I ..|pa Lie IIIIIUU y - • 

[Memento de superficie A.4. Si el 
Movimiento turbulento del 
fluido en esta zona tiene unas 
pulsaciones u' x . u'y podemos 
interpretar u' y como la dite- 
,-cncia de velocidades, en la 
dirección 0r, entre las dos caras 
del elemento de superficie AA 
Aplicando el teorema de la 
cantidad de movimiento a un 
volumen de control de altura 
infinitésima y de base AA tal 



1 

s 

Uv 



— r x 

0 



__ x A A 




Figura 10.5. 


miinucMiiui y «se»»*’ —. , 

como muestra el dibujo, se ve que, el haber un caudal atravesando 
dicho elemento, caudal debido a u' y , se genera una fuerza en direc¬ 
ción 0.v. dada por 


A F x = p A A u' y u' x • 

esto es. un esfuerzo cortante debido a la turbulencia 
I Afv 


(10-7) 


A A 


— P U X U y 


( 10 - 8 ) 


La aparición de esfuerzos cortantes adicionales en el flujo tuibulento 
fue una de las primeras observaciones que se lucieron sobre este tipo 
de flujo. Casi simultáneamente con Reynolds, a quien se debe la 
expresión (10.8), Boussinesq había tratado de encontrar una ex¬ 
presión para r ( . Como un paralelo a la expresión de Newton de la 
viscosidad (1.11) , Boussinesq postuló que pudiera escribirse . 


- A 

T ‘~ At ~~dy 


(10-9) 


y llamó a . !< viscosidad de remolino. 


hs evidente que la relación (10.9) presenta serios inconvenientes, 
siendo el más importante que A, no es una característica del fluido, 
sino d A flujo y depende por tanto de cuan intensa la turbulencia es, 
líe las coordenadas y del tiempo, según una ley desconocida. Esta 
fórmula para r, nos derá útil sin embargo más adelante, a los fines 
de comparación. 


J. Boussinesq, i héorie de l'écoulenienl tourbillonant”, l’aris, 139., 
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Ejercicios 

1. Demosti ir que las medias temporales de las pulsaciones «’ u' u' n' . 

2 Demos U tíar n quT bÍ0 ’‘ emp ° raleS de "** “v. etc., son ellaVmi^as" 

U x + «y = lí x + Uy 



10.3 Teoría de Prandtl 

Para los electos del estudio del tlujo “unidimensional” de una tube¬ 
ría, a expresión de Reynolds de los esfuerzos cortantes turbulentos 
nos bastaría, si ella arrojara efectivamente un valor para r Pero las 
pulsaciones u' x , u' y son desconocidas a priori y, por así decir 
constituyen unas incógnitas adicionales a las que aparecían en la 
teoría del flujo laminar. Es mérito de Prandtl haber propuesto una 
interpretación tísico-intuitiva que permite eliminar esas incógnitas 
siempre que se acepten una serie de hipótesis que vamos a estudiar 
seguidamente. 

Considérese para ello un tlujo 
unidimensional turbulento, con 
una velocidad media temporal. 

“x 

que de aquí en adelante lla¬ 
maremos simplemente “veloci¬ 
dad”. 

La velocidad u x de las distin¬ 
tas capas es variable, por lo cual Figura 10.6 



11 x (v). 


( 10 - 10 ) 


Debido a la turbulencia hay una transferencia lateral de fluido 
entre una capa de ordenada y y justamente una capa vecina a la 
distancia / de la primera. La velocidad en esa capa será 
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s egún la conocida fórmula de Taylor. 

La longitud / se escogerá de manera tal que una partícula de fluido 
qU e pasa de la primera capa (y) a la segunda 0 + 0 llegue a esa 
segunda capa sin haber perdido sus características propias, en particu¬ 
lar su velocidad u x . Al llegar a la segunda capa con una velocidad 
distinta a la de esa capa, la partícula constituye un elemento de 
perturbación. 

¡ a Hipótesis. Prandtl llamó a l longitud de mezcla, es decir, la 
máxima distancia que recorre una partícula lateralmente sin mezclar¬ 
se con la capa a la cual va a llegar. El hizo entonces la hipótesis de 
que la diferencia 

es justamente lo que, en la segunda capa, puede considerarse una 
pulsación. Esto es, postula que 


u' x = / 


( 10 - 12 ) 


2a. Hipótesis. Esta se refiere a la pulsación transversal u' y . Prandtl 
postuló que, por razones de continuidad, las dos pulsacioness u x y 
u' y han de ser del mismo orden de magnitud, y de signo contrario, o 


u y =-u 2 


(10-13) 


Si estas expresiones se introducen en la fórmula de los esfuerzos 
cortantes, deducida por Reynolds, (10.8), se tiene 


, , ,, du x du„ 

r t = - p u x u y - p l -j- 


(10-14) 


donde se ha procurado que haya coincidencia tanto en valor absoluto 
como en signo. 

Esta expresión, mucho más compleja que la (10.9) presenta el 
incoveniente de que la longitud de mezcla es también desconocida. 
Con toda seguridad 

/ = / (y) (10-15) 

pero no se conoce esta función. Sin embargo (10.14) presenta la 
ventaja enorme que hace depender el esfuerzo cortante turbulento 
del flujo medio y por consiguiente constituye un paso adelante hacia 
la determinación de dicho flujo. 
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En cuanto a la dificultad todavía presente de conocer I de m, 
se requieren hipótesis adicionales, que han sido propuestas de di > , 
tas maneras según el problema concreto. Aquí se analizará el tr k' n ' \ 
de rrandtl para tuberías, en sus grandes rasgos. ' 5a Jo 1 


10.4 Mujo turbulento según Prandtl 


Consideremos un flujo turbu¬ 
lento limitado por una pared. 
Puede tratarse de un caso plano 
o del flujo en una tubería circu¬ 
lar. 

Por todo lo dicho anterior¬ 
mente sabemos que el esfuerzo 
cortante total en un elemen¬ 
to de fluido es dado por 


du x 
* dy 


+ o l 2 


du, ,du^ 
dy I dy I’ 



(10-16) 


Figura 10.7. 


donde están combinados los efectos debidos a la viscosidad y 
a la turbulencia. Por facilidad de notación escribamos u x para la 
velocidad media temporal, que es la única que intervendrá en lo 
sucesivo. La expresión anterior se puede aproximar entonces por 


p + pl 2 I 

dy dy ' dy 


(10-17) 


Ahora bien, dada la presencia de la pared, vamos a dividir el flujo en 
dos zonas: la sub-capa laminar y la zona turbulenta. 

En la sub-capa laminar no hay turbulencia debido a la cercanía de 
la pared, como ya se ha dicho. Luego en esa zona, se tiene 


r = p 


(10-18) 


y el flujo es laminar. 

f.n la zona turbulenta se tiene en general 
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por consiguiente se podrá adoptar la expresión 

_ p dUx i du x i _ 

T p dy ' dy ' 


(10-19) 


I de observar que puede existir una tercera zona, llamada de transi- 
entre las dos zonas indicadas, en la cual los términos viscoso y 
C>< rbulento son del mismo orden de magnitud. En este estudio dicha 
1 on i no se tomará en cuenta, como se explica más abajo. 


pistribución de velocidades en la zona turbulenta 

En esta zona, la magnitud del esfuerzo cortante es dada, según 
(10.19) por 




( 10 - 20 ) 


3a Hipótesis. Para poder integrar esta ecuación, Prandtl adelanta la 
hipótesis que el esfuerzo cortante r es constante en todo el seno del 
fluido e igual al valor que tiene en la pared 4 . Si se admite este 
supuesto y llamando r Q el esfuerzo cortante en la pared, se tiene 


du x = 


( 10 - 21 ) 


Para integrar esta ecuación es necesario saber cómo varía / con la 
distancia a la pared. 

4a Hipótesis. Esta dificultad es levantada por Prandtl de mievo, 
quien razona que la longitud de mezcla / ha de ser proporcional a la 
distancia y a la pared, por lo menos para distancias no muy grandes, 


l = k y, 


( 10 - 22 ) 


donde k es una constante que queda por determinar. 

Extendiendo esta hipótesis a todo el fluido, puede entonces inte¬ 
grar (10.20), y obtiene 

/-tt dy_ 


4 


Prandtl, L., Führer durch die Stromungslehre, 3 Aufl. (1949). Pág. 118. 
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o sea 

1 . 

- — ln y + c,. 


Este resultado sugiere los siguientes comentarios y aclaraciones. 

1. La hipótesis 3a. y 4a. no forman realmente parte de la tenr.' 

de la longitud de mezcla, sino que son adicionales a ella y no son l 
un.cas posibles. Es interesante, sin embargo, que con lo burdas Ql ! 
son, conducen a resultados que concuerdan muy bien con la exí 
riencia, como se discute más abajo. p 

2. Es evidente que la ecuación anterior no es válida para y = n 

por lo cual esta solución habrá de ser “empatada” con la corresoonl 
diente a la sub-capa laminar. 1 1 

3. La cantidad sf t 0 !p tiene dimensiones de velocidad. Se defina 

entonces c 

u *=^~y. (10-23) 

y se llama velocidad de corte, con lo cual la distribución de veloci¬ 
dades en la zona turbulenta se escribe 

-^T =7 ln y+ C r (10-24) 

4. En las consideraciones anteriores se ha supuesto que la pared 
tiene una rugosidad nula. Es evidente que esta rugosidad habrá de ser 
considerada eventualmente. 
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pistribución de velocidades de Prandtl-von Karman 

i a s soluciones (10.24) y (10.27) tienen que empatar en el borde de la 
sub-capa laminar, esto es, para y = 6 b . Luego se ha de cumplir que 

— 6 h = — ln S b + C¡ 


Si llamamos 


c. ‘rr ‘'-t'" 1 *' 


«= — 


que es una constante adimensional, podemos escribir 

C t -n-±-b n-llnn-Lln-^. 


Llevando este valor en (10-24) , y llamando n - ln n= A, 

Já* = l ¡„ + A . (10-30) 

U* K V 

Este resultado depende de dos constantes, k y A, que no pueden ser 
deducidas teóricamente. 

Los resultados de la fórmula (10.30) fueron comparados por 
Nikuradse con numerosas mediciones experimentales, para varios 
números de Reynolds, y se encontró una coincidencia muy buena, 
cuando se da a las constantes k y A los valores 

k = 0.4, A = 5.5, (10-31) 

con la cual (10.30) se escribe 


fórmula aplicable a toda tubería “lisa”, es decir, donde la rugosidad 
de las paredes sea despreciable. 

Como el lector se habrá dado cuenta, el trabajo de Prandtl hasta 
aquí presentado se basa en un feliz equilibrio entre consideraciones 


= 2.5 ln + 5.5, 


(10-32) 
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teóricas y visiones intituivas, ambas controladas por una serie enor 

trrrr- mét ° d ° y 13 escue,a de pensamiento 

fundo se ha llamado por esta razón, semi-empfrica o también IV el 
menológica. Otros resultados de esta escuela serán presentad! n °' 
secciones subsiguientes, para quien quiera profundizar en esh» l “ n 
’ ema de a turbulencia aplicada. A continuación se darán V>k°' 
todo, aquellos detalles que son útiles para el trabajo diario dél? bre 
mero. uei "tge- 

Hs oportuno hacer notar también los inconvenientes que oree* 
la relación (1032). Del punto de vista práctico, la presenda d . 3 
función logaritmo es incómoda para trabajos de rutina. Del punto h 
vista teórico aparte de las reservas que se puedan tener sobre h! 
distintas hipótesis de Prandatl, (reservas que serán discutidas míe 
adelante), se observa que no sólo en la pared dicha fórmula es inen 
rrecta, habiendo de ser sustituida por (10.27) como ya se ha dich! 
sino que en el centro de la tubería, la pendiente de u x = u (y)nn’ 
es nula. La existencia de un punto anguloso en el centro ha' hecho 
dudar mucho de la verosimilidad de las hipótesis de Prandtl. 

Un hecho más contundente ¡ 
todavía es la variación de la jj" 
longitud de mezcla con la dis¬ 
tancia a la pared. Según( 10 . 21 ), 0Qr 
ésta es lineal. Los resultados 
experimentales de Nikuradse, 
sin embargo, indican propor- ooí 
cionalidad sólo en una zona 
muy vecina de la pared. Tam- 0.04 
bién sobre este punto regresa¬ 
remos más tarde. 

Cabe señalar, por otra parte, 002 
que existe otra escuela de pen¬ 
samiento en cuanto al problema ñ--r- 

de la turbulencia se refiere, que " 4 0 6 0 8 10 

plantea el problema de las 1 = 1 (y) según Nikuradse 

pulsaciones como un fenómeno 

estadístico y que ha florecido Figura 10.8. 

en una considerable literatura 
cient ífiea. Desgraciadamente 

este camino todavía no ha conducido a resultados aplicables técni¬ 
camente 5 . 


J °' H ! nZ , C ’ Turbulerice, McGraw-Hill. G. K Batchelor, The theoy of homoge- 
neous 1 urbulence, Cambridge U. P 
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g s pesor Je la sub-capa laminar 

Legún la definición dada, el 
Lresor 5 b de la sub-capa lami¬ 
nar es aquel en donde la veloci¬ 
dad en la subcapa y en el flujo 
turbulento principal son iguales, 
(10.28). Si representamos gráfi¬ 
camente la distribución de ve¬ 
locidades en ambas zonas, el 
espesor 8 b queda definido por 
la intersección C de las curvas 
dadas por (10.27) y (10.32). 

La abscisa de C es dada por la 

ecuación 




+ 5,5 


de donde 



u *~ 5 =* 12. (10-33) Figura 10.9. 

v 

En realidad, como ya se apuntó anteriormente, existe una zona de 
transición en la cual tanto la viscosidad como la turbulencia influyen 
en la distribución de velocidades. 

La verdadera distribución sería más bien la curva OBDT. En las 
deducciones de Prandtl, tal como han sido presentadas aquí, no se ha 
tomado en cuenta esta transición, cuyos limites se definen aproxi¬ 
madamente como 


5 < — y < 70 
v 


(10-34) 


El lector podrá apreciar la magnitud del error. 


Fórmula empírica de Prandtl 

Conviene mencionar por cuanto es usada frecuentemente, una rela¬ 
ción empírica que propuso Prandtl en base a los trabajos de Blasius, 
como ley de distribución de las velocidades. 

Esta ley es dada por 



(10-35) 
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donde 


« = 7 si R e < 10 S 


n < lj si R e i> 10* 


L y V 


Esta ecuación tiene la ventaja que arroja u z = O para y = 0 v 

cuando presenta también un punto anguloso en el centro del tubo ? 
mucho más fácil de utilizar. ’ es 


Distribución de velocidades en paredes rugosas 

¡í h pared. 6 r™" 0 " 0 0 ' 32) h dÍS,r¡b “ 6 " ''elocidades ,e jos 

Por otra parte, es evidente 

que cerca” de una pared rugo- ! 

sa no se puede realmente hablar I ¿jjol 

de sub-capa laminar. i ¡ 

Introduzcamos el concepto ¡ 

de tamaño medio e, medido en i / 

milímetros, por ejemplo, y sea j- —1 

yp ~ la distancia a partir de I j 

la cual se puede suponer que ya [__./ 

la rugosidad no perturba el flujo __j u »\ / 

turbulento. La constantes es v ^ fVAjrzñjjJvT 
factor de forma” que toma en ~ p ■ \' ' 

cuenta la “estructura” de la 

r T SÍ “ Figura 10.10 

ie ha de cumplir entonces 






>'p = me 


Figura 10.10. 


y - y» =*> u x - u p 


(10-37) 


"ve1ocidad U (L l pared > ”. ,dad P3ra * ~ Vp Un dert0 valor llamado 
Llevando los valores de (10.37) en (10.30), se tiene 


u D 1 , 

¿pr = — ln me + A. 


Luego restando de la propia (10.30), 


“ y 

u U* K me 
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e donde 


1 V 1 i 


como los dos últimos términos son constantes, se tiene 


= - ln — + B 


(10-38) 


i a experiencia demuestra la veracidad de esta relación. Nikuradse 
Efectuó numerosas mediciones con tuberías de distintas rugosidades 
articiciales (granos de arena), obteniendo los siguientes valores 


k = 0.4 y B =8.5 

Luego se puede escribir para el flujo sobre una pared rugosa 


(10-39) 


= 2.5 ln 


+ 8.5 


(10-40) 


Velocidad media en una tubería lisa 

Volviendo a las tuberías lisas, veamos, como ejemplo, la utilización de 

(10.32) para el cálculo del _ ^ _ 

caudal y de la velocidad media — 1 I 

en la tubería. El resultado a j ¡ y 

encontrar será utilizado en lo -j- - | ^ 

que sigue. ^—1 -— 

Recordando la definición de 

caudal 7 en volumen (3.10), Figura 10.11. 


Figura 10.11. 


V = [ u x dA =t 2 rr ru x dr 

J(A) Jo 

= 2vu* [ r ° r (2,5 ln U * ( * -- + 5.5 )dr 

' O 


= nrl u* (2.5. ln + 1-75) 


7 


Nikuradse, Verein Deutscher Ingenieure (VDI), Forschung Heft, 361 (1933). 
El error cometido al no tomar en cuenta la sub-capa laminar y utilizar (10-32) 
desde la propia pared se considera despreciable. 
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Recordando ahora la expresión de la velocidad media, que llama¬ 
remos simplemente: 


tendremos 


irr* 


U i] *»* 

= 2.50 /n-^L+ 1.75 
u v 


( 10 - 41 ) 


Ejercicios 

1. Por consideraciones dimensionales, dedúzcase que la ley de distribución de 
velocidades en el flujo turbulento dentro de una tubería, puede expresarse por 

-y- = F(r——) 

U* V 

2 . a. Si los resultados experimentales indican que el flujo turbulento lejos de 
una pared es dado por 

“ = 8 .7(Ziíl) ,/7 

u* v 

determinar el espesor de la sub-capa laminar que le está asociada, 
b) Más generalmente, si la velocidad es del tipo 


4- = a 

u* v v 


determinar el espesor de la sub-capa laminar. 


Respuesta: 


6 h = 12.5- 


6 h = A 1 '" 


En una tubería con flujo turbulento se utiliza a menudo la distribución de 
Prandtl: 


u = u 0 (f r 

'o 


a) ¿Cuánto vale U 0 en términos de los valores experimentales A, u* y r, 
definidos en el ejercicio anterior? 
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b) Calcular la velocidad media correspondiente. 


Au*'+ n _rZ_ 


flespuesta: a) U 0 — 


b ) U (n+l)(n+2) A( 'v ) (n +1)(n +2) 


10.5 Pérdida de carga en una tubería 

Una de las razones prácticas que condujeron al estudio detallado de 
la turbulencia en una tubería, fue el interés en determinar las pérdi¬ 
das de carga que se producen con este tipo de flujo. Para ello se 
hacía necesario poder evaluar el esfuerzo cortante r 0 que se pro¬ 
duce en la pared del tubo, ya que conocido este valor, se puede 
calcular el gradiente de presión 

y por ende la pérdida de carga, f “ g p 

En efecto, consideremos una j p _ dx 

tubería horizontal y un ele- i--* 

mentó cilindrico de radio r y ¡ |- 1 

longitud dx colocado simétri- J_j_ 

camente con respecto al eje del 

tubo. u - dx -** 

Suponiendo un flujo de velo- Figura 10.12. 

cidad media constante y consi¬ 
derando todas las fuerzas que actúan sobre ese elemento, se tiene 


Figura 10.12. 


p v r 2 - (P + ‘fa) rrr2 — T d* ^ 71 r ~ 0 


y simplificando 


-|£.+t 2 - = 0 , 

dx r 


_Kr 

T 2 ’ 


(10-42) 


donde K es el gradiente de presión (8.19) 


_ dp_ Ap 

dx l 


(10-43) 


Haciendo además r , se tiene el esfuerzo cortante en la pared 


(10-44) 
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Recordando que la pérdida de carga es, (8.42) 

, _ A p 

hf -— 00-45) 

se tiene, recordando también (10.23) 

/, r = j* 7 _ 4 T o 4«* ! , 

' 7 “ -&T 1 - ~D i~ 1 (10-46) 

Se ve pues, que la determinación del esfuerzo cortante en la pared 
permite encontrar la pérdida de carga, la cual además es también 
expresable en función de la velocidad de corte. 


Fórmula de Darcy-Weisbach 

Si ahora se sustituye u* en función de la velocidad media U, (10.41) 
se tiene 


ht — 8 


l IP 


D 2g = (2V5 /n_ít2¡L + 1.75) 1 D * ' <l0 - 47 > 


Esta expresión, deducida a partir de la fórmula de Prandtl-von 
K a r man sin ninguna otra hipótesis adicional, constituye una 
demostración de la fórmula de Darcy-Weisbach (8.46) para el caso 
turbulento. En efecto, (10.47) se escribe 


h -f l & 

,lf - f ~D 2¡T ’ 


(10-48) 


con el coeficiente de fricción 


{2.5 In^- +1.75) 2 

v 


(10-49) 


para el flujo turbulento en tuberías lisas. 


Coeficiente de fricción 

La teoría de Prandtl nos ha permitido hasta ahora, encontrar una 
demostración de la formula descubierta empíricamente por Darcy y 
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Weisbach, y al mismo tiempo ha proporcionado una expresión del 
roeficiente de fricción para tuberías lisas. 

Esa expresión, (10.49), puede y debe ser mejorada, con el objeto 

de eliminar u* en ella. . ... . 

En efecto, sacando la raíz cuadrada e invirtiendo 





(10-50) 


Ahora bien, comparando (10.46) con (10.48), se tiene 


„• _ , V7 -|r • (10-50 

P V 8 


de donde 


u* r o = P7 U — — , 

v 2 V 8 - " 


(10-52) 


Si observamos que UD/v es el número de Reynolds del flujo en la 
tubería, (10.50) se escribe 




R e y/f 

(2 - 5í "Tvr + 


1.75) 


= 0.884 In R e s/f - 0.95. (10-53) 


Esta expresión, corregida ligeramente mediante valores experimen¬ 
tales directos 


-L = 0.86 In R e \ÍT - 0.8, 


(10-54) 


es la que será usada en los cálculos relativos a flujo turbulento en 

tuberías lisas. ... - 

Los resultados anteriores han sido totalmente verificados en miles 

de ensayos sobre diversas tuberías. Aquí se puede apreciar el éxito t e 
la escuela de Prandtl en toda su magntitud. 

Sólo hemos presentado una deducción completa para el caso de las 
tuberías lisas siguiendo estrictamente las hipótesis de Prandtl, a modo 
de ilustración precisa de los métodos empleados. Hubo que estudiar 
también el caso de las paredes rugosas, tanto con rugosidad artificial 
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(Nikuradse) como con rugosidad natural (Colebrook et al) 8 . A1 b,,„ 
de los análisis efectuados para estos fines serán presentados en ,° s 
secciones últimas del capítulo. 'as 

Habiendo presentado las líneas generales del método se pasar' 
continuación a dar los resultados finales de todo el problema 3 

ilustrar mediante ejemplos cómo se los aplica al “cálculo” de t. u a 
rías ll| be- 


Ejercicios 

1. Demostrar que en una tubería, ya sea el flujo laminar o turbulento -i 

coeficiente de fricción es dado por ’ 61 

/ = 8 (-£-> 

2. En una tubería de diámetro D, donde el flujo es dado por 

JL = A 

u* ( v ’ 

determinar el coeficiente de fricción/y el esfuerzo cortante t 0 en la pared. 
Evaluar/y r 0 cuando A = 8.7 yn = 1/7. 


Respuesta: f = 2*" [ * *> +2 ) p¡T R '¡Tí 

A 


pul (^) " 


donde 


p U 0 D D 

R e =— 'o = y 


y U 0 es la velocidad máxima. 


T o = 0.0228 pUl (—°. r ° )Z* 
v 


Ver H. Rouse. Elementary Mechanics of Fluids, Wiley. 
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6 Cálculo de tuberías 


. *válculo” de una tubería significa la determinación de una cierta 
E ntidad de parámetros del flujo en esa tubería partiendo de otros 
son conocidos. Así por ejemplo, se puede pedu el diámetro de la 
tubería sabiendo que tiene que circular un caudal dado y que se 
uspone de una bomba de potencia conocida, etc. En esta sección no 
d , va a considerar el problema completo del cálculo de una tubería, 

* ciertos parámetros habrán de ser determinados usando leyes 
u U v o estudio no es el propósito de este texto, por ejemplo el espesor 
de la pared de la tubería, las conexiones, etc. que están regidas por 
leves de la Resistencia de Materiales, normas de fabricación, etc. 
Ciertos fenómenos como el flujo no permanente en la tubería intro¬ 
duce nuevos criterios para diseño de la misma: así por ejemplo, al 
cerrarse una llave de paso se genera un golpe de ariete, esto es, un 
súbito incremento de la presión, que ha de ser motivo de un estudio 
mucho más complejo del que se está haciendo en este capitulo. 

Para nosotros “calcular” una tubería, será por el momento, utilizar 
la ecuación de Darcy-Weisbach (10.48) para determinar unos pará¬ 
metros. conocidos otros, y posteriormente, la ecuación de Bernoull 
generalizada (4.48), para predecir las condiciones en una sección del 
tubo, conocidas éstas en otra sección. Se harán varios ejemplos de los 

diversos casos que se presentan. ..... . , , , . 

Ahora bien, para utilizar la ecuación de Darcy-Weisbach habra de 
determinarse el coeficiente de fricción /. Este coeficiente ha sido 
calculado para el caso de un flujo laminar, esto es cuando K e < 

2,000, y vale (8.45) 

wp— —— 

f=^L. (10-55) 

1 Re 

Para el flujo turbulento en una tubería de pared lisa hemos visto que 
/resulta calculable mediante la expresión (10.54) 


_4^ = 0.86 In R e sjf - 0,8. 

V/ 


(10-56) 


Si la pared es rugosa, se puede partir de la relación ( 0.36 y seguir 
los mismos pasos que se dieron para el caso anterior. Un estudio más 
completo de este asunto se hará al final del capítulo, en una sección 
que puede leer la persona interesada. Aquí vamos a resum irlos resul¬ 
tados, con especial referencia al llamado diagrama de Moody , que 

9 L F. Moody, Transactions American Society of Mechanical Engineers 
(1944) . Pág. 110. 
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agrupa en forma gráfica fácilmente utiliVahi» * ^ i 

pueden presentar. e ’ toí * os * os casos que Sg 

Sin embargo, cabe observar aue mr-i pntonj i 
tubería rugosa, hay que considerar el espesor S b de h subV" 
minar comparado con el tamaño de la rugosidad e: b 3pa la ~ 

1- Si el tamaño de la rugosidad es mucho menor que el 
la sub-capa laminar, concretamente si espesor d e 


C < T 6b > (10-57) 

el flujo turbulento en la tubería está “aislado” de las rugosidades v i 
pared se comporta como si fuera lisa. g ües y l a 

Entonces se puede calcular / mediante (10.56), es decir denenH 
sólo del numero de Reynolds. ’ ae P en de 

2. Si el tamaño de la rugosidad es mucho mayor que la sub-capa 


e>66. 


el coeficiente de fricción es dado por 


(10-58) 


y/f i- 14 -0.86 ln± (10-59) 

esto es sólo depende de la rugosidad. 

3. Entre esos extremos existe una zona intermedia. 

2 

J~ 5 b<e< 6 6 b (10-60) 

en la cual las características del flujo turbulento dependen tanto de la 

Reynolds. C ° m ° ^ eSPe “ r d ' h « «•*. « ££?* 

Cofebrook'” aS °’ " C0 ' ficien,e de fricci6 " « dado por la fórmula de 


ér- - 0 . 86 lu (^+¿ 51 , 

V/ 3.71 Rs /J ’ 


(10-61) 


e E xXpoTs a r d mlsmó an reSUmid ° S “ * d <= M °° d * se 


l'i°0938-39¡'pá^ > 133a l< l™í "" °‘ C « ***••. VoL 
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Para utilizar el diagrama se hace necesario, dada una tubería, 
conocer el valor de la rugosidad e o de la rugosidad “equivalente” 
q U e tendría si ésta fuese uniforme. 

Los valores comúnmente aceptados se indican en la tabla a conti¬ 
guación . 

Tabla 10.1 


VALORES DE e (en mm) 



Vidrio, latón estirado, cobre, plomo 

0 


(lisa) 

Acero o hierro forjado 

0.045 

a 

0.05 

Hierro galvanizado 

0.15 



Fundición asfaltada 

0.12 



nueva 

0.3 

a 

1.0 

oxidada 

1.0 

a 

1.5 

con deposiciones 

1.5 

a 

3.0 

Cemento pulido 

0.3 

a 

0.8 

Cemento natural 

1.0 

a 

2.0 

Concreto armado 

0.3 

a 

3.0 

Madera 

0.2 

a 

0.9 

Ladrillos 

1.2 

a 

2.5 

Pared de piedra, acabada 

1.5 

a 

3.0 

Pared de piedra, natural 

8 

a 

15 

Acero remachado 

0.9 

a 

9.0 



Con los valores aquí anotados y el diámetro de la tubería se calcula la 
rugosidad reda (iva 


± (10-62) 

que permite escoger en el diagrama de Moody la curva correspon¬ 
diente. 

Se notará también en el diagrama la curva que da los puntos 
frontera entre el caso (2) y el (3): 


RVfe 

D 


200 . 


(10-63) 
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Coeficiente de fricción 



T ur bolencia completa, tubos fogosos 


transición* 


0002 

00015 


00015 

00004 

00003 


00002 

000015 

00001 


2 3 ~ - 4 _ 5 6 8 10* 

'' 000.001 —.000,005 


10* 2 34568 I0 4 2 3456 

el Factores de fricción para todos los tipos y tamaños de tuberías Del 
Pipe FríeIion Manual. 3* Edición. Copyright 1961 por el Hydiautic 
Instituto. 122 b'ast 42nd Street, Nueva York. 


ir en mt/asgl 


Número de Reynolds K, 


CO 
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INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 


Ejemplo 1: 


Se da una tubería de fundición de 300 m.de lareo v ">00 mm . 

3 “f c ha dC drCU,ar P etróleo crud o de densidad relativa 0.86, a la te^ratíra* 

Si el caudal en esa tubería es de 5000 lts/min., y si se encuentra en ,,n , 
plano, inclinado de 10 o con respecto a la horizontal, se pregunta: ' 176,10 

a) Cuál es la pérdida de carga en la tubería. 

b) Si la presión inicial es de 10 bar en la sección (1), encontrar cuál será . 
presión en la sección (2), sabiendo que el líquido va subiendo por la tubería. ' * 




Figura 10.13. 


3 >h D ? terminaci6n de b Pedida de carga. Se aplicará la fórmula de Darcy- 


Weisbach 


h f = f*L JL 

' D 2g 

donde ya se tienen L = 300 m,D = 0.200 m y la velocidad U 

l¡ - V = 5,000 10" 3 0.0834 

Í ° 2 60 ~JL o 2 2 “ 0^314“ = 2 ‘ 65 m/se 8 

4 

rdativa tCnnÍnar f * ^ ^ fUndÓn M de Reyn ° lds y de la ™gosidad 


se utilizará el diagrama de Moody. 

Se calcula primero e/D para una tubería de fundición nueva 


0.3 mm 


D 200: 


= 0.0015 
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, e j número de Reynolds, (tabla 1-4). 


UD _ 2.65 X 0.2 = 10 s x o 76 = 7 6 x 10“ 
~ v 7 X lO 6 


para estos valores se obtiene 


por consiguiente se tiene 


f = 0.024 


hf = 0.024 X^- = 0.024 X 1500 X 0.357 = 12.90 m. 

b) Para saber la presión en la sección (2) se aplica el teorema de Bemoulli 
generalizado 



Figura 10.14. 


_Pl= P*- + "L+y.+hf 

y 2g y 2 g 


de donde 


^0 XJ0 5 + o =£l + 52,8 + 12.90 
9,8 X 0,86 X 10 3 y 


— = 118.60 - 52.09 - 12.90 = 53.61 m. 
y 


= 53.61 X 9800 X 0.86 X 10" s = 4.52 bar 




Figura 10.15. 


Ejemplo 2: 

Por una tubería de acero remachado de 300 mm. de diámetro, fluye agua de 
15°C. Sabiendo que sobre una longitud de 300 m. tiene un pérdida de carga de 6 
m., se pregunta cuál es el caudal que pasa por la tubería. 

Dada la pérdida de carga h f — 6 m, se puede determinar la velocidad U a 
partir de la fórmula de Darcy-Weisbach 

. , L U 2 

h f =f - 

1 D 2g 

siempre que se conozca el coeficiente de fricción. Puesto que/depende a su vez 
de U, se hace necesario proceder por tanteo, utilizando un valor promedio de /, 
de los que aparecen en el diagrama de Moody. En el presente caso se tomará/ = 
0.03. Entonces se tiene 


a - n m 300 v U 2 
6 - 0 03 OJO x 2X9J 


6X0.30X2X9.8 12X9.8 

0.03 X 300 ~3Ó~ 


= 3.92- 


U = 1.98 m/seg. 
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C on este valor de la velocidad, se evalúa ahora el número de Reynolds 


_ Ud _ 1 98 X 0.30 _ 4 qs y )r> s 
e ~ v 1.20 X 10-* 

ya que la viscosidad del agua a 15 C es de, (tabla 1 4) 

I 1.20X10* g-- 

Para leer en el diagrama de Moody es necesario además, tener la rugosidad. Se 
tomará para el presente caso e = 1 mm. Esto es, una rugosidad relativa de 


D 300 


= 0.0033. 


Con los valores de R e y de^-se busca en el diagrama de Moody el valor de /, 
obteniéndose 

/ = 0.027 

Este valor es bastante cercano al supuesto. Para asegurar el resultado final se hace 
una iteración adicional partiendo del valor encontrado. 

De Darcy-Weisbach 


, h f D ^ x */ 2 _ f 6 y 0.30 p g \‘/2 

u= (-f-L~ 2g) ' ( W X 1Ó0 2X9 ' 8) 


= 2.08 m/seg. 


El número de Reynolds es entonces 


que conduce a 


_ 2.08 X 0.30 _ ^ 2 x 10 5 
Re ~ 1.2 X 10 -6 


/ = 0.026 


Luego, el valor de la velocidad es aceptable 


U = 2.08 m/seg. 


de donde el caudal 





, JL . 0 0333 « 0 0333 - - 2.63 m/seg. 

~ (0.127) J L. X 0.0161 
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¡ donde 


8 ¿V 2 


Observando que el rango de variación de / no es muy grande se supone un valor 
romedio de /, de donde se obtiene un valor aproximado del diámetro. Este 
Jalor le permite al diseñador hacer una primera escogencia del posible diámetro 
comercial que conviene al problema. 

Una lista de diámetros comerciales usuales se provee a continuación: en pul- 


Con el valor escogido de esta lista como el inmediatamente superior al valor 
obtenido por la fórmula, se procede entonces a una verificación directa de las 
condiciones del problema. Si alguna de ellas no queda satisfecha se modifica el 
diámetro escogiéndolo nuevamente de la lista propuesta o de la que represente el 

1 material realmente asequible en el mercado. 

Con el ejemplo propuesto, el diseño proseguiría de la siguiente manera. 


Si se adopta el diámetro de 5" como primera aproximación, se pueden calcular 
las demás características del flujo y ver si es un diámetro aceptable. 


Velocidad: 


h, = -J75XJ2IL 

y y ■ 1 9800X 0.8 


- 50 = 95.9 50 = 45.9 


En este caso hay que determinar el diámetro. Esto es, hay que diseñar el tubo. 
Un posible procedimiento de tanteo consiste en lo siguiente: 

De la ecuación de Darcy-Weisbach se despeja el diámetro en función del 
caudal, es decir de 


V= u- D 2 

4 * 


se obtiene U y se lleva en 


, 8¿V 2 i/ 5 , 8 X 500 X (3.33) 2 X 1Q- 4 

“ { h f gn^ n _l 45.9 X 9,8 X 9,9 

= (9.96 X ÍO' 4 X 0.03)'^ = 12.45 cm< 12.7 cm = 5" 
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Ejemplo 3: 

™T Íne el diámetro de una tuber >'a de acero comercial que debe transo. 
-000 lts/mm. de un petróleo de viscosidad * =10- J m 2 /seg y de peso especie * 
relativo 0.80, entre dos puntos distantes de 500 m. El punto de llegad* 0 
encuentra a 50 m. por encima del nivel del punto de partida y la pérdida* j* 
presión entre los dos puntos no ha de ser superior a 7.5 bar. de 

Escribiendo el teorema de Bernoulli generalizado entre los puntos (1) y (2) 


Caudal V = 2000 lts/mn = 33.3 lts/seg = 0.0333 m 3 /seg. 
Suponiendo/= 0.03, el diámetro habría de ser 




de donde, en el presente caso 


Figura 10.16. 



Número de Reynolds: 


10 s 
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Rugosidad relativa. Tomando para el acero comercial una rugosidad de e - « 
mm, se tiene " O.Qj 


e 0.005 

-0 = - , 27 = 0.00039 


En el diagrama de Moody se obtiene/= 0.024 
La pérdida de carga será 


•' = 4r 0024 


J00 v (2.63) 2 
0.127 2X 9.8 


= 0.024 X 3940 X 0.354 = 33.5 m. 

Esta pérdida de carga es menor que la máxima aceptable (45.9 m). Por cons - 
guíente un diámetro de 5” cumple con todas las condiciones. 

Sin embargo, como la pérdida de carga real, h f = 33.5 m está 10 m. p 0r 
debajo del límite superior aceptable, puede pensarse en probar un diámetro 
menor, y tener así un segundo tanteo. 

Tómese pues D = 4 que es el diámetro comercial inmediatamente inferior 
Se tiene sucesivamente 

Diámetro: D = 4" = 10.16 cm = 0.1016 m 

Area: A = ~ X 0.1016 2 = 0.0081 m 2 

Velocidad: 


_ V 0.0333 . , , 

A 0.0081 4- m/ ^ seg 


Número de Reynolds: 


R e 


UD 

y 


4.1 X 0.1016 
10 s 


= 4.15 X 


10 4 


Rugosidad relativa: 


e 

D 


0.005 

10 


= 0.0005 


Coeficiente de fricción (del diagrama de Moody): 

/- 0.023 


pedida de carga: 

I 3 ^= 0-023 ^X 1 ^ 

= 0.023 X 5000 X 0.86 = 99 m 

c ste valor se encuentra muy por encima del aceptable. El diámetro es ahora 
demasiado pequeño. El valor final del diámetro ha de ser pues 

D = 5" = 12.7 cm. 


10.7 Pérdidas menores 

'Se llaman así, en un sistema hidráulico, las pérdidas de carga debidas a 
los codos, expansiones y contracciones del diámetro de la tubería 
boquillas, etc. 

Estas pérdidas no son deducibles en general en forma teórica y se 
expresan en términos de un coeficiente que se determina experimen¬ 
talmente. 

Una excepción interesante en la cual sí se puede hacer una de¬ 
ducción la constituye la expansión brusca de diámetro. Su estudio 
permitirá encontrar la expresión general de las pérdidas “menores”. 
Cabe subrayar que estas pérdidas no son necesariamente menores, a 
pesar de su nombre, comparadas con la hf de fricción en una tubería; 
por ello sólo se podrán despreciar cuando efectivamente se las haya 
evaluado y comparado con la pérdida en la tubería. 

Por otra parte, las pérdidas en boquillas y orificios fueron consi¬ 
deradas ya en la Sección 4.7. 


( 1 ) ( 2 ) 



PlA 2 P7 A 2 


Figura 10.17. 
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{.Expansión brusca. El dibujo indica esquemáticamente el tin 
flujo que se produce. Si se toma el volumen de control indicado de 
aplica la ley de la cantidad de movimiento, se tiene 

P\A 2 — p 2 A 2 = pA 2 U 2 (U 2 -U l ) 

Por otra parte, de la ecuación de Bernoulli generalizada, 


se tiene 


2g 7 2 g y hf 


P. -Pi _ u\- u] 


de donde, usando la cantidad de movimiento 

^ +h ' = T~( u > )■ 

De aquí se despeja la pérdida de carga, recordando que por conti¬ 
nuidad A, (7, = A 2 U 2 

U _2U\-2 U 2 U t - U\ + U\ Ul -2 U 2 í/, + u\ 

rif -- 


<l0 - 64) 

La pérdida h f se puede pues escribir según la fórmula ya conocida 
(4.47) , 


2 g 


(10-65) 


donde K es dada en el presente caso, por la fórmula de 
Borda- Carnot; 


^=d-^f) J . (10-66) 

La fórmula (10.65) se usará para otros casos distintos, como los 
arriba enumerados. En la mayoría de ellos, K habrá de ser deter¬ 
minado experimentalmente, no pudiéndose hacer un razonamiento 
parecido al anterior. 
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L Contracción brusca. Si en una tubería aparece una contracción 
r ,isca tal como la indica esquemáticamente la figura, la pérdida de 
^r ga se puede calcular después de considerar detenidamente lo que 

ocurre en el fluido. ni 0 2 

f Entre las secciones 1 y 0 se —¡_!---¡— ; , 

| or0 duce una contracción del | ! 

chorro líquido, durante el caul , I ' , x 1 . _ 

hay pocas pérdidas de energía ¡/[/, _ 1 -*- ^ ^ Ui 

rtiecánica. En cambio entre las , / ^ 1 ‘ ‘ 

secciones 0 y 2, en donde hay ¡ ( N v N , 

una expansión del chorro, con _ 1 --j— 

transformación de la energía 1 1 

cinética en energía de presión, Figura 10.18. 

I conduce a pérdidas apreciables. 

Aplicando (10.64) entre esas dos secciones, se tiene 


_ (Ul - u\) 


El valor de U 0 se determina por continuidad U 0 A 2 C c - U 2 A 2 y 
llevándolo en la expresión anterior 


, _ ,_J_ _ 1 )2 ki- , 

hf ~ ( Q2 2g 


(10-67) 


de donde se obtiene (10.65) otra vez, con 




( 10 - 68 ) 


El valor del coeficiente C c no es único, sino que depende de la 
relación de los diámetros 11 


C c = 0.528 + 


O04U*- 
1.1 — D 2 /D 1 


(10-69) 


3. Pérdidas en válvulas 

3. Pérdidas en válvulas. Las válvulas son instrumentos que se co¬ 
locan en serie en una tubería con el objeto de detener o graduar el 
escurrimiento. La pérdida de carga se expresa mediante (10.65) 

1 1 S Crocker. R. C. Ring, Piping Handbook, 5o. Edit., McGraw-Hill, págs. 3-132. 
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donde K depende del tipo de válvula usada. En la tabla 10 se ind - 
varios tipos de válvulas con los valores correspondientes de K. ' Car * 

Para detalles más completos, el lector se podrá referir a los h . 
de los fabricantes. ua tos 

4. Codos. Los codos son elementos muy comunes en i 
instalaciones de tuberías. El escurrimiento del fluido en un cod , 
muy complejo ya que en él, la hipótesis de flujo unidimensional no ** 
cumple. Para estudiarlo, aun cualitativamente es útil haber comnr ^ 
dido el concepto de capa límite, por lo cual se dejará la discusión h^i 
problema hasta el capítulo 13. Uel 

Con miras a la utilización práctica se dirá solamente aquí, y e li c 
basta, que también se puede emplear la fórmula (10.65), usando los 
valores de K indicados a continuación. 


Tabla 10.4 

VALORES DE A: PARA CODOS 

Tipo de codo 

Codo de retroceso, (180°) 

Empalme en T normal 
Codo a 90° de radio medio 
Codo a 90° de radio grande 




Válvula esférica 
K= 10.0 


Figura 10.19. a 


Válvula de 
ángulo 
K — 5.0 
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Válvula de 
seguridad 
K= 2.5 


10.19. B 


Válvula de 
compuerta 
K = 0.19 


Figura 10.19. Los valores de k para válvulas totalmente abiertas. 

Ejemplo: 

En el sistema mostrado en la figura, calcúlese la potencia que ha de tener la 
bomba, si se consideran despreciables las pérdidas menores y se tienen los si¬ 
guientes datos: 



100 m 


840 m 


Figura 10.20. 
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Densidad relativa al agua del fluido que ha de circular: 0.86 
Viscosidad cinemática de dicho fluido: v= 6.8 X 10' 6 m 2 /seg. 
Caudal: 6 m /mn. Rugosidad aparente de la tubería: e = 0.2 m m 
Diámetro de . is tubos: D¡ =30 cm y D 2 = 20 cm. 

Eficiencia de la bomba: 0.70 

Los demás chtos están indicados en la figura. 


Solución: 


Cálculo de las velocidades 


7t 7 7T 

T Dl ~ X (0,3) 2 


0.1 

0.0708 - 141 m/seg ' 


y, asismtmo. 


,, __ 0.1 _ 0.1 

’ i»; ~-t X <0,2) ! " 0 03,4 =3 ' 18n,/ “*- 

Aplicando el teorema de Bemoulli generalizado entre los puntos^ y B. se tiene 

+ v 4 +// - + Pb , , , 

2g 7 ' A 2g + ~y~ + y» + h t 


donde h f = h x +h 2 . 
Determinación de h¡ : 


Rugosidad relativa: 


e _ 0.02 
D x 30 


= 0.0006 


Número de Reynolds: 

D _ Í/,Z>, 1.41 X 0.3 

T-6? 8X 10~ 6 ~ 6 ' 2XI ° 

Se trata de un flujo turbulento. Consultando el diagrama de Moody se obtiene 


/, = 0.022. 


Determinación de 


e 0.02 

D 2 20 ~ 0001 


Rugosidad relativa: 


FLUJO TURBULENTO 


381 
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flúmero de Reynolds: 


- U * D * = 318 x 0 2 = 


6.8 X 10' 


9.35 XI0 4 


Luego, el coeficiente de fricción es 


f 2 = 0.023 


Las respectivas pérdidas son 

h - f = o 022 X ■ = 0.745 m 

ig U 03 2 X 9.8 

h k. til = 0023 —— X Ml.52.8tn • 

-'t ~h tgT U U ' J 0.2 2.98 

Por tanto, la potencia necesaria por unidad de peso del fluido utilizado es 

H m = (40 - 10) + (52.8 + 0.74) + ^^g = 30 + 53.54 + 

0.92 = 84.46 m. 

La potencia que ha de recibir el fluido es 

W = 7 V H m = 1000 X 0.86 X 9.8 X 0.1 X 84.64 = 72000 W = 72 Kw 


! 149,3 


~ 7^4-*' U 


i 

ioi — 


Figura 10.21. Diagrama de altura piezométrica y de energía total. 
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y, por consiquiente, la potencia de la bomba ha de ser, como mínimo, 

W 

P = — = 101.6 Kw. 

V 

Ejercicios 

1. Calcular el diámetro de una tubería de fundición,é =0,5 mm, colocada hor’ 

zorralmente, para que pueda transportar 10 m 3 /seg de agua a una distancia di' 
3 Km con una pérdida de presión no mayor de 7 bar. La temperatura del 
biente es de 25°C. am * 

2. Dado un sistema de conducción de un fluido por tubería, se llama longitud 
equivalente de las pérdidas menores (codos, válvulas, boquillas, etc.), de las 
piezas instaladas en la tubería considerada, que produciría la misma pérdida de 
carga que las piezas instaladas. 

Escribir la expresión que da la longitud equivalente de las piezas instaladas 

con coeficientes K¡ , K 2 , . .. K n , en una tubería de diámetro D y coeficiente de" 
fricción f. 

D n 

Respuesta: L e = — ( § ) K¡ 

3. Petróleo crudo con una viscosidad cinemática de v = 6 X 10~ 6 m 2 /seg y un 
peso específico relativo de 0.86 es bombeado por un tubería de diámetro D = 
67.5 cm. a una velocidad promedio de 1.20 m/seg. La tubería es de acero 
comercial. 

a) Si las estaciones de bombeo están distantes de 350 Km, determinar la 
pérdida de carga entre dos estaciones de bombeo y la potencia de las bombas a 
instalar en cada estación, sabiendo que su eficiencia será de 80%. 

b) Dibujar esquemáticamente las líneas piezométricas y de energía total 
entre tres estaciones sucesivas, sabiendo que la presión de entrada a una estación 
es de 2 bar. 


(1) (2) (3) 



Respuesta: 3510 Kw. 

4. En una experiencia de laboratorio, hecha con una tubería de 15 cm de 
diámetro se ha medido una diferencia de nivel de 350 mm de mercurio en una 
piezómetro agua-mercurio conectado a dos tomas de presión (1) y (2) distantes 
de 50 m., tal como indica la figura. Sabiendo que el caudal era de 3000 lts/mn., 


FLUJO TURBULENTO 383 



Respuesta: f = 0.032, e = 0.9 mm. 

5. Con los datos indicados en la figura, evalúe el caudal que sale por el extremo 

A de la tubería que se muestra. 

Suponiendo ahora que con la 
misma tubería se quiere sacar el cau¬ 
dal máximo posible, instalando una 
bomba más potente, indicar cuál 
sería el fenómeno físico que limitaría 
la potencia de la bomba. Calcular esa 
potencia máxima, sabiendo que la 
temperatura del agua es de 20°C. 

Datos numéricos: 

D = 15 cm, P= 10 Kw 
r? = 60% 

p= 1000 Kg/m 3 , v = 10- 6 m 2 /s. 

Respuesta: V = 9.54 lts/seg. 

6 . Para subir petróleo a un depósito 
elevado se utiliza el sistema indicado. 

Si el caudal ha de ser de 120 lts/seg, 
se pide: 

a) La potencia de la bomba, si su eficiencia es de 0.80. 

b) El diagrama de la línea de energía total y de la línea piezométrica. 

c) ¿Le parece aceptable el diseño de esta instalación? 



Respuesta: 210 Kw 
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7. En el sistema indicado la altura h 
puede variar al elevarse el nivel del 
depósito superior. 

a) Con los datos indicados de¬ 
terminar el máximo valor h 0 de h 
para el cual el flujo es laminar. 

b) Calcular el caudal que fluye 
por el tubo vertical cuando 

h = h 0 - 2 m 

c) Determinar el caudal cuando 

h = 5 h 0 

sabiendo que el tubo es de acero (e = 0.0 



seg 


mm). 


Se tomará como criterio de turbulencia R e > 2000 


Respuesta: 


ho = U**sL + *di 

gD 3 IgD 2 


64 L 

)• 5 -12 lts/mn, 14.6 lts/mm. 
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Para ventilar una mina se requiere extraer 50 Kg/mn de aire. Este sube por 
*' tubo galvanizado de 30 cm de diámetro y de 700 m de largo. Despreciando 
Un pérdidas menores, ¿cuál ha de ser la potencia del extractor de aire? 
pVesión circundante: 1 bar, temperatura: 25°C. 

Una bomba de potencia P y eficiencia r? se utiliza para llevar un fluido del 
ü'nósito l al depósito 2. El diámetro de la tubería es D, su longitud L y el 
® udal Q. ¿Cuánto vale el factor de fricción? Despréciense las pérdidas menores, 
^tómese 7 como el peso específico del líquido. 


Respuesta: 




// , - H 2 + PylyQ 
4 Q/ 11 D 2 


Bomba 





~ m __L!± _ J _ L íl _ 





CAPITULO 11 


Ecuación de la energía 

y aplicaciones 


11.1 Introducción 

La ecuación de la energía es simplemente el nombre que se le da en 
mecánica de los fluidos a la primera ley de la termodinámica. Por 
tratarse de su aplicación a sistemas que fluyen, esto es, esencialmente 
“abiertos”, la primera ley toma distintas formas que se consideraran 

sucesivamente. ... 

El punto de partida será pues, en todo caso, la expresión sencilla 

de dicha ley, (7.10), ñdA 

dE = d Q — dW. (11-D 


E es la energía interna de la 
masa de un fluido contenida, en 
un instante t, dentro del volu¬ 
men V, que es limitado por una 
superficie de control A, esto es 


J(V) 


cpdV 


( 11 - 2 ) 


Como el fluido está en movi¬ 
miento, conviene incluir la 
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energía cinética en la expresión de (11 1 ) Esta se inHir» ar ¿ 
misma masa de fluido, por U ' h SC mdlLará ’ Para i, 

K ’\ T V '‘>‘ /V - 0 ,- 3 , 

* / (V) 

Finalmente conviene observar que ( 11 . 1 ) se aplica a una masa h 
flu.do, bien determinada, por lo cual, si ésta se mueve, hay que “s 6 
guirla en su movimiento, y por eso se escribiré la primera lev * 
una masa de fluido en movimiento según: - I ara 



dtQ dW 
dt dt 


dl-4) 


donde ei término a la izquierda es una derivada sustancial (3 31) y los 
de la derecha representan tasas de calor recibido y de trabajo e ac¬ 
tuado por el sistema, respectivamente. 


11.2 Tasa de producción de trabajo 

El término que representa la tasa de trabajo efectuado es el más 
complejo, por lo cual lo consideramos primero. Las fuerzas que 
introducen trabajo en un sistema termodinámico son, en efecto de 
muchos tipos, pero se pueden clasificar como sigue: ’ 

a i Fuerzas de campo, generalmente la gravedad, cuyo monto se 
puede evaluar mediante ( 4 . 2 ) y (4.15), 

[ P GdV=- f pvndV, (11 . 6) 

d(V) J( V ) 

puesto que derivan de un potencial 

La tasa de trabajo que estas fuerzas efectúan sobre el sistema 
fluido es dado, si se toma en cuenta la convención de signos, por 

(T, =-f pCT'udV = f pVí2-wdV=f pf^-dV 

J < v > -Vi J (v) dt ' (11-7) 

este último paso siendo obtenido de la identidad 

VÍ 2 • dr - d íl . ( 11 - 8 ) 


r b ecord‘S a ( 4Í6 t , i, “ me o ' 'i' 6ra,edad " y si el eje y es "«¡«l. * 

recordara, (4.16), que Í 2 es dado simplemente por 


Í 2 = gv + C 


(11-9) 
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b) Puede ser que en el sistema se introduzca o se retire trabajo 
mediante elementos activos introducidos desde el exterior, es decir 
* o se mencionó en (4.49), mediante la acción de un motor 
(bomba o turbina), por ejemplo. La tasa de trabajo efectuado co¬ 
rrespondiente a ese efecto será indicada mediante W m , trabajo motor, 

v entrará tal cual en las ecuaciones. 

y c) Finalmente, se introduce trabajo en el sistema mediante la 
acción de los esfuerzos que actúan sobre la superficie de control que 
limita la masa de fluido considerado. Estos esfuerzos pueden carac¬ 
terizarse por el vector esfuerzo a„, (Ejercicio 11-4), 

a n = - p ñ + 7„, (11-10) 

donde ñ es el vector unitario normal a la superficie de control. La 
tasa de trabajo realizado por este vector es dada por 

f o „ • ü dA 
d(A ) 

y por consiguiente, el trabajo 
efectuado por el sistema 

W 3 = -[ ó n -üdA = 

J(A) 

f pü'dA — f T„’udA, 

J(A) -'(A) 

( 11 - 11 ) ^ 

Figura 11.2. 

Este trabajo se descompone en 

dos sumandos, como vemos, el primero interpretándose como tra¬ 
bajo del flujo r 

Jpw • dA, (11-12) 

y el segundo como trabajo disipativo, 

W dU T n - ü dA, (11-13) 

A) 

ya que corresponde al trabajo generado por fuerzas de origen viscoso. 
La tasa total de trabajo será dada por 

W [ P ^-dV+W m - f óñ-üdA. (H-14) 

J(v) •'(A) 
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y por consiguiente 

f e-W-<tV+K’ m +f pü-dA - 

^ J (A) 


W. 


dú ■ 


( 11 - 


U) 


11.3 Ecuación de la energía en forma integral 

Podemos ahora regresar a la ecuación (11.4) y recordando (lj 
U l. ¿) y ( 11 . 1 4), escribir la ecuación de la energía según ' ’’ 

~dr[ p (e+ ir )dV= W~f p W dV ~ W "'~ÍP a ' dA + ^u (11-15) 

Puesto que pdV = dm es constante cuando se sigue un elemento de 
Huido en su movimiento podemos sacar la derivación sustancial de la 
segunda integral, y por consiguiente escribir 

+V.)dV+[pü-dÁ + W d¡ .~ W m (li.i 6) 

J (v) J(A) 

Para incorporar el trabajo del flujo a los demás términos del miembro 
a la izquierda, basta con aplicar el teorema del transporte o fórmula 

de Reynolds (6.15), obteniéndose 

g f í PÍ e ^ t i- Í2 )d V + C p (e + + Í2) u • dA + f pü • dA = 

J < V > J <A) ^ J(A) 


dt 


+ Wdi, - w. 


(11-17) 


de donde, puesto que pv = 1 por definición, y que la entalpia es¬ 
pecifica es dada a partir de ( 7 . 22 ) por 


h = e +- pv = e + — 
P 


(11-18) 


se obtiene 


3 f . [P r r n 

~W I p(e + + n)dV+íp(fj +-~ + fi) ir -dA = 

J < v > •'(A) ¿ 


dQ 

~ST + w *f~ 


(11-19) 
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es pues la expresión general de la ecuación de la energía para 
K *fluido en movimiento. Se observará que si el finjo es permanente, 
^fnrimer término de la ecuación desaparece. Se observara también 
e P la entalpia ha aparecido de una manera natural como conse- 
B** ¡„ i a existencia del trabajo del flujo. 

C °í?n simplificación notable de la ecuación se produce en muchos 
feos prácticos cuando el término W iu desaparece. Vamos a discutir 

ímé condiciones han de cumplirse para ello. 

^ IJn primer caso en que eso ocurre, es cuando el fluido no es 
ticoso Recordando (11.13) y la naturaleza de los esfuerzos cor¬ 
lantes en un fluido, (ver sección 8.7 en particular) es evidente que 

otnnces = 0 y por consiguiente W dit .- 0 . 

En un fluido real, consideremos el caso de un sistema abierto en el 
Lal el fluido entra y sale mediante un flujo con lineas de corriente rcc 
tflíneas y paralelas Si además el fluido es incompresible se puede ver 
t^ue también r„ = 0. Si el fluido es un gas compresible, el valor de 

Tn depende de |£- .Excepto en casos de densidad muy rápidamente 

variable, esto es, en una onda de choque, este término es despreciable 

v se puede admitir también que t „ — 0 . _ . , 

V Por consiguiente diremos en general que, para una superficie de 
control en la cual el fluido entra y sale mediante lineas de corriente 
rectilíneas y paralelas, en dirección perpendicular a la superficie d 
control, la ecuación de la energía se escribe _ 



donde se recordará que el potencial Í 2 se escribe simplemente 


ÍWy+C, ( 11 - 2 D 

si las fuerzas de campo son las de gravedad. 

Observando además que 

p ü • d A = d m, 

representa el flujo de masa por unidad de tiempo a través del elemen¬ 
to de área dA , se puede escribir también 

U 2 


J_ fp(c + f +n)c/V + 
r U* 


+ í (h + ——+ íí) dm — Q 
J(A) 


1 - 20 ) 


( 11 - 22 ) 
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11.4 Ecuación de la energía en flujo unidimensional 

Como se sabe, flujo unidimensional es aquel en el cual las carácter 
ticas del flujo varían con una sola coordenada. Prácticamente se i 
de flujo conducido en tuberías o duelos que pueden o no de. , 
bocar en sistemas más amplios ei *H 

como motores, etc. (1) q 

Un tal sistema está indicado ¿r-“ - 

esquemáticamente. Como las t?* ^ 
características del flujo son las 

mismas en todos los puntos de __ 

la sección (1), se puede hacer la 
integración sobre A, que es la <o 

superficie de control indicada z' 

en punteado, obteniéndose, al A ' !_ 

suponer que actúan fuerzas de “ 

gravedad Figura 11.3. 

j T [p{e+ gy)dV + p 2 U 2 A 2 (h 2 +-&■+ gy 2 )~ Pi U t A. 

J (V) ¿ 


Figura 11.3. 


(h t +y-+ gy t ) = ó - W„ 


( 11 - 22 ) 


donde y, e y 2 son las cotas de los centroides de las secciones de 
entrada y salida, respectivamente. 

Si m, = p, A, U¡ y m 2 - p 2 A 2 U 2 son los caudales a la entrada y 
a la salida, la ecuación general de la energía se escribe, en un flujo 
unidimensional 


9 r , U 2 • U 2 

g ( I P ~2 ~“F gy ) dV + m 2 (h 2 + — ■£- + gy 2 ) 

•Mv) 


(11-23) 


-m, (/i, + -J- +gy, ) = Q - 


Como caso particular, admitamos ahora que el flujo es permanente. 
Entonces por continuidad 

P> A, U, = p 2 A 2 U 2 = m= 

siendo m el caudal en masa. 

La ecuación de la energía se escribe entonces, 


h * + ~Í~ + W 2 + Sy t )=q-w m (11-24) 
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en donde q = dQ/dtn representa el calor recibido por unidad de masa 
¿el fluido y vv m = dW m / dm el trabajo motor generado, por masa 

unitaria del propio fluido. 


Ejemplo 1: 

Una máquina que funciona con un fluido compresible el cual se supondrá ser ur 
eas ideal, trabaja en las condiciones indicadas en el esquema. Si la potencia reci¬ 
bida, así como el calor, son estacionarios, y c p = 1 KJ/Kg, se pregunta la tasa de 
variación de la energía acumulada dentro de la máquina. 

| Q - 150 kJ/seg 


m = 10 kg/seg 
0, = 150°C 
t/, = 30 m/seg 


m= 10 kg/seg 
d 2 = 200°C 

U 2 - 15 m/seg. 


1 W = 500 kw 

Figura 11.4. 

Solución: 

Se pide la tasa de incremento de la energía acumulada dentro de la máquina, esto 
es, con referencia a (11.23) 


2 

A f p(e+A-)dV=¿ -w m +m 1 (h l +^j-)-m 2 (h 2 + ^) 

•V) 


donde se ha despreciado el efecto de la gravedad. 

Se trata de evaluar dicha cantidad, 

A fp( e + A)dV= 150 X 10 3 + 500 X 10 3 + 10(10 3 X 150 + ^) 

J (y) 


-10 (10 3 X 200 + ~~) 
ya que la entalpia en un gas ideal es dada por (7.27), 


h = c p d. 


Luego, 


A f p(e +Jf. )< /v= 150 X 10 3 + 500 X 10 3 - 500X 10 3 - 3,88 X 
bt | 2 


X 10 3 = 153 X 10 3 —— = 153 
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Ejemplo 2: 

Mostrar que para un fluido no viscoso, la ecuación de la energía en régimen 
estacionario se puede escribir 



- y- +£ Oí -^i) + 



01 - 25 ) 


y dedúzcase el teorema de Bemoulli, imponiendo las limitaciones correspondien¬ 
tes. 


Solución: 

Si el fluido no es viscoso, esto es, si se trata de un fluido ideal, Ha entropía 
correspondiente a la evolución interna (reversible) del fluido se mantiene cons¬ 
tante (7.37). De la ecuación (7.33) se tiene, pues, 

^ l Keu = 9 ds = dh - = 0. 

rev p 


Para este caso 


y por consiguiente 


dh 

P 


f 

Ji P 

Llevando este resultado en (11.24) se obtiene inmediatamente la relación pedida. 

Si además se abandonan las hipótesis de conducción del calor desde afuera y 
de la existencia de trabajo motor, q = 0 y Wm = 0 , se obtiene el teorema de 
Bernoulli 

J 0 J 0 H 
y para un fluido incompresible, 


y- +£>'2 + ~ + *Vi + -t L 


Ejemplo 3: 

En una máquina entra un líquido real por dos tubos de área A, y A 2 respecti¬ 
vamente, y sale por una sección (3) de área/ 13 . Si la temperatura es constante y 


ECUACION DE LA ENERGIA Y APLICACIONES 


395 


la densidad 950 kg/m 3 , se pide, con los datos indicados en la figura, cuál es el 
trabajo motor que puede esperarse. 



Solución: 

Es un ejemplo típico de aplicación de la ecuación de la energía. Se trata de un 
flujo estacionario de manera que la ecuación ( 11 . 20 ) se escribe 

f p(h + ~ ±gy)U‘dÁ = Q - W m . 

J(A) 

En vista de que no se dan los datos necesarios, los efectos gravitatorios no se 
tomarán en cuenta. Como hay dos entradas y una salida, la integral de superficie 
se compone de tres sumandos-, obteniéndose^ 



1 


y puesto, que 

rn ~ p U A 
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(A,+^)¿,+(A a +£)¿ a+ ¿.^ + (Aj+ (A_y n¡3 


con w 3 m , + m 2 , por continuidad. 

Para evaluar las entalpias, se recuerda la definición 

h = e+-E 


y puesto que, en un liquido, 


e = c v(0 ~ 0 0 ) 


se tendrá, sabiendo que la temperatura se mantiene constante, 

e i =e 2 = e 3 

Por consiguiente, tomando en cuenta la continuidad, se tiene 

( 1T + ■Y ')'” 1 + (- 7 - + T->^ + Q = W m+ (PjL + ^)-m 3 . 

El cálculo numérico arroja 

W m = í £X_12l+ 25sgc ny c Y in -a4./4X 10 s , 144, 

^ 950 2 ) 950X 5 X 10 ^ + —) X 950 X 12 X 

10-+U5X10-»-(^. + « 1 9S0X9X^, 


Luego, 


5 X 10 2 + 12 X 10 - 3 = 9 X A 3 = 0.062 m 3 /seg. 


W m = 28780 w = 28.78 kw. 


Ejercicios 

1 . Demostrar el teorema de Bernoulli generalizado a partir de la ecuación de la 
energía y evaluar el término h f de (4.48), en función de los términos que apa¬ 
recen en dicha ecuación. 1 1 


Respuesta: h f = 


con 9 = 0 , H m ~ — w m /g. 
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2 Se hace entrar aire a un compre¬ 
sor a la temperatura de 20°C y con 
una presión de 1 bar, siendo la velo¬ 
cidad despreciable. La salida es por 
u n tubo de 900 cm 2 de área, con un 
caudal de 10 kg/seg. Sabiendo que la 
potencia consumida es de 500 kw, se 
pide la cantidad de calor que produce 
el compresor. 

3 Para llenar una bombona de gas de 
0.1 00 m 3 se la alimenta de una tube¬ 
ría de alta presión a través de una 
válvula, como se indica. La tempera¬ 
tura inicial del conjunto es de 20°C. 

La presión en la tubería es de 25 
bar y se mantiene constante. La 
presión inicial en la bombona es la 
atmósfera. En el instante que se abre 
la válvula se observa que la tempera¬ 
tura en la bombona sube a razón de 
0.05°C/seg. Despreciando las pérdi¬ 
das de calor, calcúlese el caudal en 
masa que fluye a la bombona. 

4. Mostrar, recordando (3-55) y (6-1), que las ecuaciones constitutivas de un 
fluido newtoniano pueden resumirse en, (8-7 y ( 8 - 8 ). 

o = - (p + j M&) T +2pl = - pT + t 

donde 7 es la matriz unitaria y 

t — — j p&I + 2 pe . 

En vista del resultado anterior mostrar que para el vector esfuerzo a„, definido en 
el Ejercicio 6-11, se tiene 

a n =-pñ + r n 

donde se evaluará f n . 

Resp. r„ = - \ M©/! +2pn. e 





CAPITULO 12 


Flujo compresible 
unidimensional de 
un gas real 


12.1 Introducción 

Este capítulo constituye una continuación del capítulo 7 en el cual 
se estudiaba la compresibilidad de un gas ideal. Para nosotros el gas 
newtoniano real tiene dos propiedades que se habían despreciado 
hasta ahora: la viscosidad y la conductividad, ambas resultado de la 
estructura molecular de la materia. Como consecuencia, el teorema 
de Bernoulli ya no será aplicable, y tendremos en cambio que hacer 
uso completo de las leyes de la Termodinámica. Por otra parte, el 
flujo unidimensional se supondrá permanente y se llevara a cabo en 
un ducto o tubería de sección constante, o muy lentamente variable. 


12.2 Ecuaciones generales 

Vamos a establecer primero las 
ecuaciones generales que usare¬ 
mos, para después particulari¬ 
zarlas a casos concretos. Consi¬ 
deremos un ducto por el cual 
circula un gas real y escribamos 
las leyes físicas conocidas, entre 
dos secciones (1) y (2). 



Figura 12.1. 
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Ecuación de continuidad: 


| d (p UA ) = 0 (12-1) 

Cantidad de movimiento: 

Tomaremos en cuenta la fric ¬ 
ción en la pare d, tj , y supon¬ 
dremos la sección cir cular , para 
concretar. La aplicación de 
(6.7) permite escribir, tomando 
en cuenta la variación de área, 




pA - (p + dx)(A+dA) +pdA - t 0 ttDdx = pVA (U + 


dU 1 7 T\ 

+ ~3x dx ~ t/ )- 


( 12 - 2 ) 


donde el termino pdA es la componente horizontal de la fuerza de 
presión que se ejerce sobre la superficie curva de la pared (Ver 2 271 
Simplificando, se obtiene u 


dp +^f-dx + P UdU= 0. 


( 12 - 3 ) 


Se pue . de ’ de .f a / ez > escribir ^ta ecuación en términos del coefi¬ 
ciente de fricción/de la fórmula de Darcy-Wqjsbach (10.48). 

En efecto de (10-51) se deduce inmediatamente que 


T _ , IP 

T 0 — P) -g— 


(12-4) 


de donde la ecuación de la cantidad de movimiento, 


dp + f~m~ dx +pUdU= 0 . 


(12-5) 


Ecuación de la energía. Suponemos un ducto al cual no se introduce 
n. se quita rabajo motor, (W m = 0). Considerando que los efectos de 
Id gravedad son despreciables, podemos escribir (I 1.20) al integrar 
sobre una superficie de control limitada por las secciones vecinas (1) 
y i wj 


hi + + 


( 12 - 6 ) 


FLUJO COMPRESIBLE UNIDIMENSIONAL DE UN GAS REAL 


401 




iendo m = pUA el caudal en masa y, por consiguiente. 


= dQ 


,.i calor recibido por el fluido por unidad de masa. 

De forma que se puede escribir la ecuación de la energía como 


q = h 2 — h, + -~y 


(12-7) 


Aquí está planteado el caso de un ducto de sección ^blemente 
variable, con fricción y conducción de calor. Es costumbre tratar 
reparadamente los casos particulares que se obtienen al eliminarlos 
: los tres factores considerados. El de sección variable sin fricción y 
sin transferencia de calor ya se consideró: es el caso de un gas ideal. 
Cabe ahora estudiar las otras dos posibilidades. 


12.3 Flujo adiabático y con fricción en un ducto 

Consideremos el caso de un ducto de sección constante y siacon- 
duccióade calor, pero donde hay fricción interna y en las paredes. 

La ecuación de continuidad (12.1) se escribe entonces 


p, (/, = p 2 U 2 = -j- = const. 


( 12 - 8 ) 


y la ecuación de la cantidad de movimiento (12.5), dividiendo porp 
para adimensionalizar, 


p J 2Dp p 


(12.9) 


Finalmente la ecuación de la energía, (12-7) puesto que q 0, puede 
escribirse 


y también, 




c p 0, + = c p e 2 - b 0 - C p 0o, 


( 12 - 10 ) 






donde se ha recordad o 7.2 ^Tsupon ¡ e^uí ° *" ** SCCCÍÓn cons ¡derad a y 
se mantendrá en todo este estudio Cp Cünstante > bi Pótesis q¿ 

proponemos encontm. un n p robtemí°de T C ° nsiderar c l ué no s 
ado. se plantean generalmente las siguientes pregin^” COnduct o 
Conocidas las condicione.: riel n • Preguntas: 

puede ser la de entrada determinarT T . Secd6n deI tub °> qu e 
sección, que puede ser la de salida Las^nró *^° nes de ^ U J° er > otr a 
mente cuatro: velocidad presión den íh , 6gnitas serán P^s general- 
f. o longitud del tubo. ' ’ ■ S ad y coefic |ente de fricción 

das más arriba: (T2.8)/02. t) y ( pTo? eT ^ Uadones ’ rec apitula- 
es una ecuación que defina el gas emnLd eVldente la que falta 
estado. Si esta ecuación es dadí ™ p,ead °- 6St ° CS SU ecuac ‘ón de 
de ser numérico, 

ecuación de un gas perfecto (\ *m P \ ¿ cambl ° si se usa l a 
fórmulas cerradas. ' 3 ° ’ entonces se podrán obtener 

camos La ecuacSrf d^estado' taC1 ° n en un primer estudio e introduz- 

f =Re - (¡2.11) 

en el conjunto anterior. 

fluido 1 í “ i ^ tu j í ‘ ,r <|ué “ndiciones se imponen al 

(12.11). es decir para ”atoe? Jo (l2 ' 8) ’ < l2 -10), 

fricción. Para seguir la evolución d p<?C7 ^ £aífoj del coeficiente de 
condiciones fndic das esúí.a tZn 2“ "T “ ™ d ‘*'° ™ 
*7 l Es decir, vamos a deTermtaar /- ° e " U " dia e™™ 

nidos por las ecuaciones antes mencionadas. * Pr ° Cesos defi ' 

gas perfecto (Ejerdcio 11 ?, Secci^T' 0 " C ° n ° Cida de la entr0 PÍa de un 

obtiene ’ ^ levando el valor en (12.10) se 
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Si escribimos (12.11) en función de la entalpia de un gas perfecto 

h = c p B (12-14) 

tenemos una nueva expresión de la ecuación de estado, 

Rph Rhm 

P = ~¿— = - pí ti - ' (12-15) 

c p Ac p \j2\/ho-h 

Llevando los valores (12.13) y (12.15) en (12.12) se obtiene, fi¬ 
nalmente, 

s-s x =!„[-& -A-(l^-L)*- 1 ] + c v ln(h(h 0 -hf^] (12-16) 

Pi c p m 

Esta ecuación define una curva 
en el plano h—s llamada curva 
de Fanno. Mejor dicho por cada 
punto hi , Si , y para un caudal 
dado, se obtiene una curva de 
Fanno, representada esquemá¬ 
ticamente en el dibujo, y cuyas 
propiedades más importantes 
pasamos a estudiar. 

Determinemos el punto B de 
máxima entropía, esto es, el 
punto en que 

2^ = 0. (12-17) 

Tenemos 

ds , 1 k — 1 1 , 

~dh~ Cu( h 2 h 0 -h ] 

de donde, llamando h b la entalpia en B 

hb =~k TT /, ° (12-18) 

Tiene interés calcular la velocidad del gas cuando se encuentra en las 
condiciones representadas por el punto B. 
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Para ello, volvemos a (12,10) 




-Tn 

J^\l 


Figura 12.3. 


<* c{. (12-19) 

AS ' representa 

velocidad es igual a la velocidad 
local del sonido. Esto es, corres¬ 
ponde a M= 1. kh 

Observemos, por otra parte _ 

que según (12.10), cuando h ' ''"CT '- ^ u 2 

aumenta, la velocidad U dismi- h >~X 

nuye y viceversa. " 

Concluimos pues que la rama /,._ 1 NJ 

inferior de la curva de Fanno ~ * •“ '7 w =i' 

corresponde a flujo supersónico -j>J /' / 

y la rama superior a flujo sub- M >i 

sónico. N v 1 

Esta conclusión se vuelve a °-J- ^ ^ ■ J ¿ 

alcanzar si se observa que en 

nÍiS Uj ,° V de acuerdo con Figura 12.3. 

U¿.10) la entalpia de estanca- 

COnS,aMe y P ° r e " de 13 ,empera,ura 

j/"o Permi,e llevar sobre la di Panno, los valores de h y de 

T • 

Para estudiar con mayor detenimiento lo que ocurre supongamos 

puntó" n a ) de n L e l3S COn r CÍOne ? dC fluj ° están presentadas por el 
punto (,) de la curva. Como la entropía no puede disminuir las 

ndiciones del flujo evolucionarán en el sentido de (1) a/i es decir 

la entalpia aumentará, así como la temperatura y la presión- en 

ambío el numero de Mach y por consiguiente la velocidad del fluido 

d.smmu.ran todo ello hasta alcanzar el estado sónico representado 

, h a en 3delante ,a enta, P fa "o P^de seguir cSq ni la 
velocidad disminuyendo ya que ello implicaría, pa adó e Jumo B 
una disminución de la entropía. Aparee" pue^ elfaS33d ¿ 
cmgulamiento del flujo. Así, en una tubería desección constante el 
flujo no puede pasar ep forma gradual de supersónico a subsóntóo 
Si se parte de un punto (2) en condiciones subsónicas se íienen 
fenómenos parecidos: la entropía aumenta necesariamente, luego la 


por ende la temperatura de 
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entalpia disminuye, así como la temperatura y la presión. La velo¬ 
cidad por consiguiente aumenta hasta las condiciones sónicas en B. 

Todos estos fenómenos, naturalmente presuponen una cierta lon¬ 
gitud del ducto a lo largo del cual se llevan a cabo. Existe pues una 
longitud de tubería para la cual se produce Al = 1 a la salida. Si el 
tubo es más corto el gas simplemente desemboca sin haber evolucio¬ 
nado hasta el punto B. Fin almente si la tubería es más larga se 
pued en producir ondas de choque, (si el flujo es supersóñ IccúvLC¿ran- 
au¡amie nto: lo cual significa simplemente que el ducto_ no puede 
éVScuár el caudal m propuesto y que nuevas condiciones de funciona¬ 
miento han de establecerse, a menor caudal. Más adelante se consi¬ 
deran estas posibilidades con mayor detalle. 


Estudio de la fricción. Para precisar este análisis cualitativo, pasemos 
a desarrollar las fórmulas que permiten saber, a partir de un estado 
inicial, qué pasará a lo largo del ducto. 

Se trata ante todo de integrar la ecuación (12.9), la cual hasta 
ahora no ha sido utilizada. Para ello y dado que aparecen varias 
variables no independientes, vamos a expresarlas todas en términos 
del número de Mach. 

Así, de la propia definición y para un gas perfecto 



U 

V kp/p 


i 

( 12 - 20 ) 


sacamos 



püdü 

P 


kAl 2 
U 2 


Udü = kM 2 


dU 

U 


(12-23) 


Ahora bien, la ecuación de la energía (12.10) es equivalente a 


dh + UdU = c p dO + UdU = 0 


recordando que M - — = U/ yf kRd 


se tiene 


Al 2 kRd = U 2 
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y dividiendo la ecuación anterior por este valor 


c P d6 dü 


+ 7T = 0- 


(12-24) 


Como c p = JcR/k - 1 ), según (7.30), 


-j- = - (k -1) M 2 dil/U , 


(12-25) 


Diferenciando M 2 kRQ = LP se tiene 


0 dU _ 0 dM dO 
1 U 2 M 0 


(12-26) 


Eliminando de 16 


— (k — \) M 2 2 -2 ~ 

u U M 


(12-27) 


de donde, despejando dU/U 


M(l + Af 2 ) 


(12-28) 


Finalmente, llevando este valor en (12.23), 


püdU 


kMdM 

1 + -^-A/ 2 


(12-29) 


Tenemos un término más de (12.9), expresado en función de M. 

Procedamos ahora a calcular-^ 

P 

Recordando ( 12 . 8 ) y la ecuación de estado del gas perfecto 


P . P R 9 .*R^ 


(12-30) 


de donde 


dp _ de dU 
PB U 


( 12 - 31 ) 


FLUJO COMPRESIBLE UNIDIMENSIONAL DE UN GAS REAL 


407 


Llevando los valores de (12.25) y (12.28) se obtiene, después de 
simplificar 


dp 1 +(k — 1) A / 2 dM 

P i+A^-LjW 2 M 


(12-32) 


Si ahora sustituimos los resultados de (12.21), (12.29) y (12.3d en 
la ecuación ( 12 . 9 ) obtenemos la ecuación diferencial de la cantidad 
de movimiento expresada en función de A/: 


kM 3 (1 


2(1 -Ai 2 ) 

. k-\ . 


(12-33) 


Para integrarla y en vista de que las variables se han separado, 
descomponemos en fracciones simples, según la identidad algebraica 


1 -M 2 1 1 4 . a(l + a)M_ 

Ai 3 (1 +aAÍ J ) M 3 M \ + aM 2 

1 1 t a _ 

= W ~ M (1 +a M 2 ) 


(12-34) 


es decir, que tenemos por integrar, 


fdx _ 2 dLM_ k + 1 
— D k M 3 k 


A/(l + ~d-M 2 ) 


(12-35) 


La integración se hará desde el 
origen del tubo: x — 0, M = 
Ai,, hasta la longitud genérica* 
- /_ M = M, obteniéndose 

AL.JL r_ ' r _ 

D k 1 M 2 Mj 


L_i_* 


Figura 12.4. 


esto es, 


f 1 1 1 1 k + 1 , ,, A/, (k — l)A / 2 + 2 . 
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donde/ m es el valor promedio definido por 

fm = P fdx 

j 0 

Este valor promedio es el que se usará siempre, ya que la misma 
incertidumbre sobre su tamaño no justifica afinar más el cálculo 
Para flujo subsónico se tomará el valor de f m dado en la tabla d e 
Moody, y para el caso supersónico, la mitad de ese valor 1 . 

Como método de cálculo, se acostumbra calcular la “ longitud 
crítica” Lf correspondiente al caso límite M = 1, obteniéndose 



f —1-1 j k + 1 £ + I 

D k M\ 11 k ln[M ■ l k-\)M\ + 

expresión que ha sido tabulada para varios valores de k. 
Si eliminamos el índice 1, obtenemos finalmente, 


(12-37) 


f n L* = 1,1 
D k 1 M 2 




(k-l)M>±2 


] (12-38) 


Ejemplo 1: 


'Por un ducto de diámetro 10 cm,/ = 0.01, entra aire a la presión de 1 bar, una 
temperatura de 15 C y con un numero de Mach 3. Determínese la longitud 


critica. 


Solución: 


De (12.28), haciendo k — 1.4 


f L * _ , 1 „ , 6 , 6 A/í 

D 7 A/ 2 7 JP + 5 


se calcula L* 


_ 0.10 5 1 6 6X 9 . 

L + 7 ¡n TTT ] 

= l°[4-(4) + f/« ^-] = 1° l-£ 3 + T ln 3 «ó] 


= 10( 0.635 + ==-X 1.35) = 10(- 0.635 +1.155) = 5.20m 


J. H. Keenan, E. P. Neumann. “Measurements of Friction in Pipes for 
Subsonic and Supersonii Flow of Air ”,./. App Medí., Vol. 1 3, No. 2. 
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Características del flujo. Las relaciones antes encontradas permiten 
por otra parte la determinación de la presión, velocidad y tempe¬ 
ratura del gas en cualquier pun to del ducto. 

En efecto, de la (12.32), integrando entre x = 0, p- p t ,M-M y y 
/ p = p 7 M = M. se tiene, después de invertir, 2 


Pi -ü 

p ~AÍ, 


^ Mí 


í + ifí-A/i 


(12-39) 


Asimismo, de (12.28) se obtiene, integrando e inviertiendo 


U , 

U M 


p 




(12-40) 


Finalmente, combinando (12.25) y (12.28) se tiene 


0 1 + dLzl/u 1 


de donde, integrando de nuevo, e inviertiendo 


8 ' I 


(12-41) 


Características de estrangulamiento. A menudo se utilizan estas 
fórmulas para calcular las condiciones de estrangulamiento, M = 1, 
las cuales se indican con un asterisco: p*,U* 0*. Se obtiene enton¬ 
ces, sucesivamente. 


p _ i , AA 1 
p* M V 2 +(k -1 )M 2 


(12-42) 


o* U „ , * + l 

7" = T7*■ ~ 2 + (*- 1 )^ 


(12-43) 


2 Se invierte, simplemente porque así aparecen los resultado numéricos 
en las tablas. 
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e 

6 * 


_ k + J 

+ (k — 1 ) SP ’ 


(12-44) 


donde se ha eliminado el Índice 1. Estas fórmulas se presentan en 
forma de gráfico y tabuladas también. Constituyen las características 
del flujo asociadas a la curva de Fanno. cas 

Funcionamiento de un tubo adiabático con fricción. Hasta 
hemos estudiado las propiedades que se verif/can a7o "r o d e un 
tubo adiabático con Iricción y algunas de sus implicaciones como e" 
enomeno de estrangulamiento. Vamos a considerar en lo que sigue el 
funcionamiento del tubo cuando está sometido a distintas condi¬ 
ciones de flujo en sus extremos. 

Tomaremos primero el caso subsónico y después el supersónico. 

1. Flujo subsónico 

Para obtener este tipo de flujo, bastará que conectemos el tubo a un 
deposito de características permanentes mediante una tobera con¬ 
vergente. Aguas abajo, el otro extremo del tubo será puesto en 
comunicación con un depósito receptor, en el cual las condiciones 
que llamamos ambientales, podrán ser variadas. 



figura i¿.3. 


Supondremos que el flujo en la tobera convergente es isoentrónico 
es o es que en ella se pueden despreciar las pérdidas por fricción y de 
calor. Por esa razón la presión de estancamiento a la enSda^el 
t ubo, p 0 ^ t será igual a la presión en el depósito. 


Por otra parte, se seguirá la evolución del flujo en el curva de 
panno correspondiente. 



Supóngase pues que la presión ambiental parte del valor p a - p 0 , para 
el cual no hay flujo, naturalmente, y que se la disminuye poco a 
poco. 

Cuando la razón p a IPo corresponde al punto A s , se tiene un flujo 
subsónico con una presión de salida en el chorro. 

Ps = Pa, 

y un número de Mach de salida M s tal que 

M x <M S < 1 

Al mismo tiempo la longitud crítica L* > L. 

Las condiciones del flujo entre la sección (1) representadas por A¡ 
y la sección de salida (A s ) se pueden observar en el gráfico de pre¬ 
siones y en el h-s. La curva de Fanno que aparece corresponde al 
valor del caudal en el tubo para ese valor de p a . 

Si ahora se sigue bajando la pres ión am biental hasta un val or 
correspondien te^! punto b77c\ fenómeno es cuali tativamente similar 
al anterior, la velocidad aumenta en el tubo, luego también el caudal 
mientras que la presión disminuye. Al aumentar el número de Mach 
disminuye la longitud crítica L *. 

Es pues evidente que si p^ sigue disminuyendo la velocidad-a la 
salida del tubo alcanzará la del sonido y se tendrá Ai» = 1. En ese 
momento, naturalmente L* - L y .el flujo se estrangula. Esto es, de 
ahí en adelante, una disminución de p a no altera las condiciones del 
flujo en el tubo. El caudal máximo posible se ha alcanzada y la 
presión de salida del chorro es dada por 

P. = Pe . 
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PreS¡6n Cr " ica "* con '» estrangulación. Si 

Pa < Pj? ~ P„ 

el chorro libre que desemboca del tubo se acomnHa * 
ambiental menor mediante ondas de expansión CSa pres,óf i 

Lo primero que conviene hacer es determinar ,-l / 7 ,y,v. 
dones de estrangulamiento. En ese caso la lo.JtnH ^ e JL££ndi- 
la longitud del tubo, como ya se d«o: «ual a 

L = L* 

Luego, mediante (12.37) o el uso Ha in t-.Kio 

calcula M 1 so de ld tdb,a correspondiente se 

es conocido, las ¿rac'eristkas n 0 ajobera es isoentrópico y que p, 

1S p* rel r*°«* iS °'"‘ rópicas - Hecho esto, /L » ra «™c" s Tí 
nttjo que existe, por lo dicho anteriormente, siempre que T < „. 

0<M , <M e 

lo cual limita ya enormente el trabajo 

ca^de'“estSlamTem?"" U " Pr0C “ 0 " e ™ l ° a <*■» P« el 

= L* - L 

arroja el valor de la magnitud 
L & de la cual se determina^. 

d) Conocidos M s y p * t se 
calculan las características a la 
salida, en particular p s . 
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Habiendo hecho este cálculo para distintos valores de en el ran¬ 
go indicado, quedan resueltos todos los posibles problemas de flu¬ 
jo en el tubo dado. Dada una presión ambiental p„, el flujo en el tubo 
será aquel para el cual p, = p a - 

Caudal. Es evidente que el caudal varía con la presión ambiental p a . 
Ello se desprende también de la descripción anterior. Para calcularlo 
en un caso dado, vamos a suponer primero p a < p*. En este caso, 
como se ha visto, se pueden calcular U,, p s , de donde 


m = Ap s U s 

Dado que para calcular U s y p s se necesita calcular p* la cual a su^vez 
depende de M¡ y que éste se calcula mediante (12.37), el caudal m es 

una función de^l, es decir, en el supuesto que no haya estrangu¬ 


lamiento, 


m = m (f m L/D) 


f L 

y si lo hay m = m m ax para ese valor de . 

La relación funcional indicada se ha representado gráficamente 
después de adimensionalizar m, dividiéndolo por el caudal máximo 
que tendría, en las mismas condiciones, la tobera convergente sola. 
Recordando (7.82) el caudal máximo en la tobera sola, m, es dado 
por 

„ fe+i 


m, = Ap c c c = A P^__ k ^ [ 


2 (fe — 1 



Figura 12.7. 


o 


0 2 0.3 04 


0.7 0.8 


0 9 
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fe^entaTdpuí 3 ^ ^ y de la boca de tobera. 


-2L-/f£e. 

m > 1 Po 


Ejemplo 2: 

Se hace fluir aire a partir de un depósito en que la presión es He n - a u 
temperatura de 50°C, primero a lo lamo de una toben, 1 ¿ P t ° ~ 6 bar V la 

supone nula la fricción y después a lo largo de un conducto f V f rgUltC 611 Ia CUaI se 
Ce 80 an de largo y 8 

promedio Ce / - 0.02. Se p,eg„„, a cuá | B „f faim o valorT det "“í“ 
d " cond " c, °' 


Si ahora la presión ambiental se hace igual ap 0 = 


Po + P am 


. Se pide determi- 


nar lar característica: del (lujo a la salid, y el caudal co„e‘rpo„d¡,„,e. 


Solución: 

cJ^emT" dC n “ i0 ““ re po 


fl* _ 0.02 X 0.80 
D 0.08 ~ 0 - 20 


Para ese valor se obtiene M iE = 0.70 en las tablas de Fanno. 
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Las condiciones de estancamiento son 


p 0 = 6 bar, 9 0 = 273 +50 = 323 o * 


p 0 6 X 10 s __ 


R8 0 288 X 323 


= 6.45 kg/m 3 


Las condiciones en la sección (1), donde Ai, = 0.70 son, de las relaciones 
isoentrópicas, 

-£¿ = 0.721, -^- = 0.971, -I a - =0.911 

Po Po d o 


p,=4.33bar, p, = 6.26 kg/m 3 , 0,= 294°K 

Cálculo de la presión crítica p%. Conocidos M lE y Pi > se calcula p*. a partir de 
los valores de Fanno. 

-%■ - > « -T35- 

Ese es el valor más alto posible de la presión ambiental que permite caudal 
máximo: p am = 2.9 bar 

Ese caudal máximo se puede calcular en la sección (1) 

m = Ap l U l = Ap l M lE c ¡ = ApiM lE y/kpjpi 


= * (0.08) 3 X 6.26 X 0.7 X Vi 4 X 4.33 X 10 s /6.26 


= 10’ 4 X 50.3 X 6.26 X 0.7 X 310 =j 


La presión ambiental se hace ahora igual a 


p = Po +Pom , = 6+2.9 =4 45 bar 
a 2 2 


Dada la presión ambiental y puesto que el flujo subsónico resultante ya no será 
estrangulado, se habrá de tener 


p 2 = p a = 4.45 bar 
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El problema está físicamente determinado. Sin embargo, 
características del flujo aguas arriba directamente. Por 
proceso de tanteo, organizado en el cuadro adjunto. 


no es fácil calcular las 
esto se recomienda el 



AI , 


= 0.55 


0.60-0.55 
4.53 - 4.14 


(4.55 - 4.45) 


n 


3 

H 


6 

n 

8 

9 

10 



Pi 

bar 

pi/p* 

p* 

bar 

mm 

Eü 



wm 

TABLA 

H 

■ 



QH 


■ 


■ 










4.74 





2.52 


0.53 



4.53 







0.29 



4.14 


Columna 1. Se parte de un valor arbitrario de M¡. En realidad la escogencia 
esta limitada por la condición 

0<M¡ <M lE . 

Columna 2 y 3. Permiten calcular p, con las tablas isoentrópicas, puesto que se 
supone una tobera sin pérdidas. 

Columna 4 y 5. Se calcula la presión crítica con las tablas de Fanno. 

Columna 6 y 7. Con las tablas de Fanno se calcula fL f/D y mediante la relación 

= fL 

D D D 

se obtiene el valor que permite calcular A/ 2 y p 2 /p* en las columnas 7 y 8. 

Columna 10. Se obtiene la presión a la salida del tubo p 2 . Si el valor obtenido 
^ P 2 ~ P a (- 4.45 bar en el presente caso), el problema está resuelto; sino se 
empieza con un valor de A/, tal que p 2 vaya a converger a p a 

En el presente caso se ve que el valor de Af, buscado 0 estará comprendido 
entre 

0.55 < M x < 0.60 

Puesto que las tablas ya no dan más información, se puede interpolar para 
obtener el valor “exacto” de 


= 0.55 + 0.05 = 0.51 

Conocido A/, =0.51 se calculan ahora p,, p, y, por consiguiente, el caudal 
mediante la fórmula 

m = Ap,AÍ, \APi/Pi 

ya utilizada. 


2. Flujo supersónico 

En el estudio del funcionamiento de un tubo adiabático con fricción 
vamos a considerar ahora el caso supersónico. Este se puede obtener 
montando a la salida de un depósito una tobera convergente- 
divergente. Hecho esto y en función de la razón AJA, donde A c es el 
área de la garganta de la tobera, el número de MachAí, a la entrada 
del tubo está determinado, (7-83), asf como Pi, 0 v , p,, mediante las 
relaciones isoentrópicas. Supondremos que la rama seguida de la zona 
divergente es la supersónica. 

El flujo en el tubo es pues supersónico de entrada. Lo que pasa 
después depende a la vez de la longitud del tubo y de la presión 
ambiental a la salida. En todo caso, si la longitud del tubo es igual a 
la longitud crítica, dada por (12.37), el número de Mach a la salida es 
la unidad y la presión p* es dada por (12.42). 

Observemos que la situación presente a la entrada al tubo es dis¬ 
tinta del caso subsónico. En efecto ahora los valores de A/,, p,, etc. 
en la sección (1) están determinados y sort únicos para una tobera 
dada. El acomodo del flujo a las condiciones ambientales aguas abajo 
y a la longitud del tubo tendrán que hacerse en el propio tubo, sin 
alteración posible de las condiciones aguas arriba. 

Vamos a considerar dos casos: cuando la longitud del tubo L es 
menor que la longitud crítica L* y cuando le es mayor. 

Longitud del tubo L < Lf. Dado un problema concreto, L* se calcula 
mediante (12.37) como ya se dijo y la presión crítica según (12.42), 
ya que M¡ y p¡ son dados. El flujo en la tubería puede ser continuo 
(sin choque) en toda ella o no, según el valor de la presión ambiental 
p a , pero conviene de todas maneras estudiar qué pasaría si fuese 
efectivamente continuo. 
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Figura 12.9. 

En ese caso, en efecto, el número de Mach a la salida del tubo, M s 
alcanza un valor M E > 1, perfectamente calculable. En efecto, co¬ 
nocidos L y Lf se obtiene 


L* = L* - L 

y por consiguiente, M E es dado por (12.38). El flujo en el tubo 
estaría pues totalmente determinado y la presión del chorro p s = p E 
se obtiene de (1 2.42) con M s = M E . 



Figura 12.10. 


• Cuándo se produce efectivamente el flujo continuo que acabamos 
de describir? Ahora se puede responder: cuando la presión ambiental 

pa sea 

Pa < Pe 

Cuando p a < Pe, el flujo es continuo y supersónico con unapresión 
de saIIcnn C~= De > Po v el cnorro se ¿cómoda aJa _presión_ambiental 
-fñédkmte ondas oblicuas de expansión fuera del tubo. 

Cuando p a = p E , el chorro sales supersónico con una presió n igual 
a la ambiental. 

Si ahora se sigue aumentando conviene determinar un nuevo 
punto de re,CerencLa."Estele obtiene considerando qué pasaría si se 
produjese un choque justo a la salida del tubo. La presión después 
del choque p E y las demás características del flujo serían fácilmen¬ 
te calculables mediante las ecuaciones del choque normal estudiadas 
en el capítulo 7, puesto que las condiciones antes del choque M E , 
p E , etc., son conocidas. Por consiguiente, volviendo a la discusión de 
los'valores de la presión ambiental, supongamos que p e < p a < p G '■ 
Entonces el choque realmente no se produce, por ser p a demasiado 
baja. El flujo sigue siendo supersónico en el tubo con ondas de 
choque fuera de él que permiten el paso de p E a p a . Es de observar 
que estos casos pueden ser seguidos también en la curva de Fanno 
correspondiente, y se sitúan siempre sobre la misma curva, puesto 
que el caudal 

m = A p\U x 

es constante. 

Si p a = p G , se produce la onda de choque a la salida y el flujo sale 
subsónicamente al ambiente. 

Supóngase ahora la presión p a > Pa - La única manera de que el flujo 
en el tubo conduzca a esa presión ambiental es que aquella onda de 
choque que se producía a la salida, se adentre en el tubo. El flujo es 
pues supersónico hasta una sección HI, en la cual se produce un 
choque tal que el flujo subsónico subsiguiente conduce a una presión 

de salida p s = p a - 


Ejemplo 3: 

Se tiene un depósito de aire a presión constante de 15 bar y a la temperatura de 
50°C Con él se alimenta una tobera de Laval que tiene una garganta de _ cm 
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seguida de un tubo cilindrico de área doble. Se supondrá que el flujo es • 
fricción en la tobera y que el coeficiente medio de fricción en el tubo es de n n?* 
Calcular la longitud máxima del tubo L m , que corresponde a un flujo contin, ' 
Si se toma ahora la longitud del tubo L = 2/3 L m se pregunta: 

a) Determinar cuál ha de ser la presión ambiental para que el tubo descare 
supersónicamente en el ambiente sin ondas de expansión ni de choque. 8U * 

b) Calcular la presión ambiental necesaria para que se forme una onda d 
choque justo a la salida del tubo. 

c) Determinar la presión ambiental necesaria para que se forme un choque 
justo a la dalida de la tobera. 



Solución: 

Determinemos primero las condiciones de flujo a la salida de la tobera admitien¬ 
do que el flujo es supersónico. 

A 

Como^- = 2 se obtiene, de las relaciones isoentrópicas. 


M , = 2.20 . 



Figura 12.11. 


i 
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La presión en la sección (1) se obtiene de la misma manera 

_£»_ = 0 0935; p, =0.0935 X 15 = 1.4 bar 
P o 


y de las tablas de Fanno, conocido 


FL* X . 
D 


= 0.361; = 0 . 361 -5^1 = 0.815 m = 81.5 cm 


ya que el diámetro es 


O = = 2.255 cm 


La presión en la sección crítica se obtiene asimismo, conocido M, 

0.355: p* -5355 -3*4 bar. 

a) Con estos datos se determinan las características de la sección (2). En efecto, 
la longitud del tubo será 


y por consiguiente, 


De ahí que 


L = - 5 - L m = 54.3 cm 


Lt = ¿m - L = 27.2 cm . 


!hl - 0.01 X 0.272 
D 0.02255 


Luego, de las tablas de Fanno 


M 2 = 1.49, — = 0.61 -> Pe = 0.61 X 3.94 = 2.4 bar 
P* 

Para que el tubo descargue sin ondas de expansión ni de choque, la presión 
ambiental ha de ser 

Pa ~ Pe = 2.4bar. 

b) Si se forma una onda de choque normal a la salida del tubo, las caracterís¬ 
ticas antes del choque serán dadas por 

M 2x = 1.49 , p 2x = p E = 2.4 bar. 
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De las tablas de choque normal obtenemos entonces 

A/ 2y = 0.703, _f!iL = 2.42 =>p G =P 2y = 2.42 X 2.4 = 5.8 bar 

r2 x 

Para que se produzca una onda de choque normal a la salida del ducto, la presión 
ambiental ha de ser 

Pg ~ P 2 y — 5.8 bar. 

c) Suponiendo que se produce una onda de choque a la salida de la tobera 
vamos a determinar el flujo en todo el tubo. 

Las características del flujo antes del chorro son 

M ix = = 2.20 , P i x — P\ — 1.4 bar. 

Luego, después del choque 

M ly =0.547, = 5.48 =>p ly = 5.48 X 1.4 = 7.68 bar 

Con estos valores, calculamos las características en una nueva sección crítica, ya 
que el choque ha modificado las condiciones de estancamiento. De las tablas de 
Fanno 

-§^- = 0.72 ¿r=0.72- ° - 0 °^ 55 = 1.65 m. 

_^= i.96 => p ** = = 3 . 92 bar . 

De ahí deducimos, para la sección (2) 

¿i* = Lf* - L = 1.650- 0.543 = 1.107 m. 


Luego 


fiy 

D 


0.01 X 110.7 
2.255 


= 0.49 => M 2 


= 0.60 


Asimismo, obtenemos 


-~¿T = 1-736 p 2 = 1.763X 3.92 = 6.92 bar 
En este caso, la presión ambiental habrá de ser 


Pa — P 2 — 6.92 bar. 
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2 b. Longitud del tubo L > Lf. Ante todo se puede ver que, en 
este caso un flujcL supersónico continuo a todo lo largo del tubo es 
imposible. Ello implicaría en efecto, como se dijo al inicio de este 
capítulo, llegar a la condición sónica M = 1 y seguir moviéndose 
sobre la misma curva de Fanno con disminución de la entrop ía lo 
cual es imposible, o cambiar de curva de Fanno, esto es disminuir el 
caudal, lo cual también es imposible, ya que las condiciones en la 
-sección (17 son inalteiabjes. 

Así pues, en este caso habrá un choque, y su posición eirei tubo 
dependerá de la presión ambiental a la salida. Se seguirán comparan¬ 
do las presiones a p* que es la presión previamente calculada si L? - 
L y discutiremos los varios casos que se presentan al variar p a . 
Supongamos p a > p*. Después del choque que se produce en el 
interior del tubo, el flujo es subsónico. Luego la presión a la salida p s 
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CURVA DE FANNO PARA * = 1.4 


M 

e/9* 

1.75 

0.74419 

1.80 

0.72816 

1.85 

0.71238 

1.90 

0.69686 

1.95 

0.68162 

2.00 

0.66667 

1.05 

0.65200 

2.10 

0.63762 

2.15 

0.62354 

2.20 

0.60976 

2.25 

0.59627 

2.30 

0.58309 

2.35 

0.57021 

2.40 

0.55762 

2.45 

0.54533 

2.50 

0.53333 

2.55 

0.52163 

2.60 

0.51020 

2.65 

0.49906 

2.70 

0.48820 

2.75 

9.47761 

2.80 

0.46729 

2.85 

0.45723 

2.90 

0.44743 

2.95 

0.43788 

3.0 

0.42857 

3.5 

0.34783 

4.0 

0.28571 

4.5 

0.23762 

5.0 

0.20000 

6.0 

0.14634 

7.0 

0.11111 

8.0 

0.08696 

9.0 

0.06977 

10.00 

0.05714 

oo 

0 


p/p* 

Po/Po 

0.49295 

1.3865 

0.47407 

1.4390 

0.45623 

1.4952 

0.43936 

1.5552 

0.42339 

1.6193 

0.40825 

1.6875 

0.39389 

1.7600 

0.38024 

1.8369 

0.36728 

1.9185 

0.35494 

2.0050 

0.34319 

2.0964 

0.33200 

2.1931 

0.32133 

2.2953 

0.31114 

2.4031 

0.30141 

2.5168 

0.29212 

2.6367 

0.28323 

2.7630 

0.27473 

2.8960 

0.26658 

3.0359 

0.25878 

3.1830 

0.25131 

3.3376 

0.24414 

3.5001 

0.23726 

3.6707 

0.23066 

3.8498 

0.22431 

4.0376 

0.21822 

4.2346 

0.16850 

6.7896 

0.13363 

10.719 

0.10833 

16.562 

0.08944 

25.000 

0.06376 

53.180 

0.04762 

104.14 

0.03686 

190.11 

0.02935 

3 27.19 

0.02390 

535.94 


0 


V/U* fi/D 

1.5097 0.22504 

1.5360 0.24189 

1.5614 0.25832 

1.5861 0.27433 

1.6099 0.28989 

1.6330 0.30499 

1.6553 0.31965 

1.6769 0.33385 

1.6977 0.34760 

1.7179 0.36091 

1.7374 0.37378 

1.7563 0.38623 

1.7745 0.39826 

1.7922 0.40989 

1.8092 0.42113 

1.8257 0.43197 

1.8417 0.44247 

1.8571 0.45259 

1.8721 0.46237 

1.8865 0.47182 

1.9005 0.48095 

1.9140 0.48976 

1.9271 0.49828 

1.9398 0.50651 

1.9521 0.51447 

1.9640 0.52216 

2.0642 0.58643 

2.1281 0.63306 

2.1936 0.66764 

2.2361 0.69381 

■ i<?[A 

2.2953 0.72987 

2.3333 0.752181 

2.3591 0.76820 

2.3772 0.77898 

2.3905 0.78683 

2.4495 0.82153 
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12 4 Flujo en un ducto con intercambio de calor 

Vamos a estudiar ahora el flujo en un ducto de sección constante y 
sin fricción, pero donde se considera apreciable el intercambio de 
calor con el exterior. 

Las ecuaciones básicas serán las ya establecidas. Las enumeramos 
aquí, adaptadas al presente problema: 

Ecuación de la energía. De (12.7) se tiene 


q = h 2 - h i + 



Cp (02 ~ 0 1 ) + 



— c p(002~ 0 oí) (12.45) 

donde 0 O2 y 0o i son las temperaturas de estancamiento, definidas en 
general por 

9 0 = 9 +-£- (12-46) 

¿c p 

Continuidad. De (12.1), tenemos 

Pt u t = P2 u 2 = 4 (12 ' 47) 

Cantidad de movimiento. A partir de (12.5), si / = 0, se puede 
integrar y se tiene 

Pa-Pi-^.-^- i 12 * 48 ) 

Ecuación de estado. Escribimos 


P i _ P» 

P i 9 i P 2 0 2 


(12-49) 


Básandose en las ecuaciones anteriores lo primero que se puede hacer 
es encontrar las características del flujo en una sección cualquiera, 
conocidas ésas en una sección dada. Ese es en realidad el problema 
fundamental del flujo en un ducto. En el presente caso observamos 
que las ecuaciones (12.47), (12.48) y (12.49) son las mismas que se 
utilizaron en el capítulo 7 para deducir las relaciones a travésde^u 
onda de choque en función de Ai, y M 2 . Por consiguiente po 
escribir directamente los siguientes resultados: 
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De (7-87), la relación de presiones 

P 2 _ 1 +k M 2 , 

P i T + k M\ 

de (7.89), la relación de temperaturas, o entalpias. 


(12-50) 


A- = -^- = ^L/P2.)2 = M\ (1 +kM 2 .)* 
h ' 9 1 M \ Pi M] TnrF7I7f)í 0 2-51) 


De esas ecuaciones deducimos 


J4l = P_2_ _ P¡_ 9_i _M] 1 + k M\ 
U 2 Pi p t e 2 m\ 1 -* kM] 


(12-52) 


Es de observar que la relación entre los números de Mach M y M 
no es la rrnsma aquí que en el caso de la onda de choque norial En 
efecto la ecuación de la energía no es la misma en ambos casos va 

que el fenómeno del choque se supone adiabático y en la presente 
sección se hace la hipótesis contraria. presente 

Curva de Rayleigh. Antes de encontrar como relacionar Al, y M 
diagrama ffpara 'eflf * r"*** ^ flUJ '° e " eI ducto en ™ 

en,?,pS drM a s r radameme ,a emropta y ia 

Para la entropía de un gas perfecto, es sabido que se tiene 


s 2 -s, = c p ln h--Ri n . 


(12-53) 


de donde, sustituyendo (12.50) y (12.51) y simplificando 


5| = ?i„ ±±kM] k- 1 \+kM 2 . /pr,, 

c„ un M. 7Tn<2- rr— ln ^~nrnr' (12 * 54 ) 


M, 1 + kM¡ 


+ kM\ 


Si se hace s 2 - i y Af 2 - M podemos, también, escribir, 

— r S> » = 2 ln ~ L±kM\ k -1 \+k M] 

‘p M, TTkM r- TT ln TTkJP (,2 ' 55) 

Por otra parte, de (12.51) tenemos para las entalpias, 


h _ M 2 (1 +kM*) 2 
M\ (1 + k M 2 ) 2 


(12-56) 
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Las ecuaciones (12.55) y (12.56) constituyen una representación 
paramétrica de una curva, en el plano h—s, llamada curva de 
Rayleigh . siendo el número de Mach, M, el parámetro. Esta curva es 
el lugar geométrico de los puntos representativos de las condiciones 
de flujo en el ducto, para valores cualesquiera del calor introducido. 
Para una sección dada (2) ese calor fijará el punto de la curva de que 
se trata. 



Figura 12.13. 


Pasemos a estudiar algunas propiedades de la curva de Rayleigh. 
Interesa en primer lugar, encontrar los puntos de máxima entropía y 
de máxima entalpia. Para ello se calculará dhjds, evaluando separa¬ 
damente ds/dAl y dh/dM. 

A partir de (12-55) se obtiene, derivando y simplificando, 

1 ds ^ 1 + kM 2 - 2 kM 2 1 + kM 2 x k -1 2kM 
~c^ dM~ ~ 2 AÍ(l+fcAÍ 2 ) 2 ' M k 1 + kM* 

= 2 M (l + kM 2 ) ' (12-57) 

Asimismo, de (12.56) 

1 dh 2(1 +kM]) 2 M(\-kM*)_ 

17 M - M] (1 + fc Ai 2 ) 3 (12 ‘ 5ÍÍ) 

De esos valores se obtiene finalmente. 


dh Af 2 (1 —kM 2 ) 

W = COn (1 -Aí 2 )( 1 +k AFF 


(12-59) 
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Ahora vemos que el punto de entropía máxima, que corresponde a 


se obtiene para 


M = 1 , 


(12-60) 


mientras que el punto de entalpia máxima, esto es 


se obtiene para 

M 'W' <l2 - 6 '> 

La primera conclusión que permiten estos resultados es que la rama 
superior de la curva corresponde a valores de M < 1 y la rama inferior 
M > \, siendo el punto de entropía máxima el que se presenta en 
condiciones sónicas. 

Otra conclusión que se puede obtener fácilmente se refiere al 
sentido del desplazamiento del punto representativo de las condi¬ 
ciones en u na secc ión, a medida que ésta se la toma más aguas abajo. 
Si observamos que, debido a la ausencia de fricción, las variaciones 
(reversibles) de entropía se producen únicamente por intercambio de 
calor, y recordando (7.14). 

, dQ 

ds =-g- > (12-62) 

concluimos que un aumento de entropía ds proviene del calor reci- 
bidojlQ. Luego, en ambas ramas de la curva de Rayleigh un calenta¬ 
miento del fluido lo acercará a las condiciones sónicas, mientras que 
un enfriamiento tendrá el efecto contrario. 


Condiciones críticas y sistema de referencia. Como en el caso de la 
Sección 12.3 vemos que si hay calentamiento puede existir una 
sección del ducto en que las condiciones críticas (M = 1 ) se pro¬ 
duzcan. Resulta conveniente tomar las características en esa sección 
(cuyos valores se indicarán con +) como valores de referencia. Dado 
que corresponden a M = 1 se obtienen los valores en otra sección, 
donde el número de Mach es M, a partir de (12.50) (12 51) v 
(12.52). 
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Para la presión 


p _ 1 +k 

~p~+ 1 + k M 2 


(12-63) 


y asimismo 


h _ e , J2 (!+*)*__ 

(1 + kM 2 ) 2 


(12-64) 


(J* _ p __1_ \+kM 2 

~Ü ~ M 2 1 + k 


(12-65) 


Por otra parte, las características de estancamiento, se obtienen de las 
ecuaciones anteriores y de las relaciones isoentropicas desarrolladas 
en el capítulo 7. Así, para las temperaturas 

e 0 _ 0 o j 9 f _ 

" o T 0+0 

-"’ tctw - o +*r*>T&=r- 


9 n 2M 2 (l + k) 

ir-(íTIW (1 2 M h 


( 12 - 66 ) 


Para las presiones, asimismo, 

i +Adl-M 2 h 

Po _ p 0 P__El = 1 +k i_ 2 _ l k ~ 1 ( 1 2-67) 

~W P f Pl \ + kM 2 \jfk_ 

Estas fórmulas son fácilmente tabulables, y acompañan la curva de 
Rayleigh en forma cuantitativa. En los ejemplos y en los ejercicios se 

aclara su utilización. 


Ejemplo 4: 


Por un ducto entra aire con una presión de 6 bar, una temperatura de 0¡ 
_25°C y un número de Mach de 0.4. Se agrega calor al ducto de manera que la 
temperatura de salida sea de 30°C. Admitiendo que la fricción es despreciable 
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encomrar el número de Mach, y la presión de estancamiento a la salida y u 
cantidad de calor agregado si c p = 1008 J/kg°K. * 3 


Solución: 

Para fines de comparación con el resultado, vale la pena calcular de antemano l a 
presión de estancamiento inicial. De las relaciones isoentrópicas (Capítulo 7). 


""'-«ttV' 


6 

0.896 


- 6.7 bar 


Para determinar el número de Mach a 
la salida, calculamos la relación 0 2 /0* 
como sigue 



Figura 12.14. 


0 2 / 01 \ 303 

0* 0, ^F^ar, ~~24ir X 0-615 = 0 - 75 

Luego, de la tabla de Rayleigh, M 2 s 0.47. 

En cuanto a la presión de estancamiento 

p 02 = (_£<») (_£»_) (_Poi_v D _ 1.126X6 

Po «I Poi «1 P, V, Pl 1.157X 0.896 6,53 bar 

Se observará, comparando con p 0i , que la presión de estancamiento ha dismi¬ 
nuido, resultado que es general como se puede apreciar sobre la curva de 
Rayleigh. 

Para calcular el calor recibido en el proceso, determinamos las temperaturas 
de estancamiento. 


3 ' 6 ° K - 


El calor recibido es, pues. 


9 c p(.0Q2~0oi) — 1008(316 — 256)= 1008X 60° 


= 60000 J/kg = 60 kJ/kg. 
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Tabla 12.2. 


CURVA DE RAYLEIGH. * = 1.4 



0 o 0 2.4000 1.2679 0 

0 05 0.01192 0.01430 2.3916 1.2657 0.00598 

OJO 0.04678 0.05602 2.3669 1.2591 0.02367 

0 15 0.10196 0.12181 2.3267 1.2486 0.05235 

0.20 0.17355 0.20661 2.2727 4.2346 0.09091 

0.25 0.25684 0.30440 2.2069 1.2177 0.13793 

0.30 0.34686 0.40887 2.1314 1.1985 0.19183 

0.35 0.43894 0.51413 2.0487 1.1779 0.25096 

0.40 0.52903 0.61515 1.9608 1.1566 0.31372 

0.45 0.61393 0.70803 1.8699 1.1351 0.37865 

0.50 0.69136 0.79012 1.7778 1.1140 0.44445 

0,55 0.75991 0.85987 1.6860 1.09397 0.51001 

0.60 0.81892 0.91670 1.5957 1.07525 0.57447 

0.65 0.86833 0.96081 1.5080 1.05820 0.63713 

0.70 0.90850 0.99289 1.4235 1.04310 0.69751 

0.75 0.94009 1.01403 1.3427 1.03010 0.75525 

0.80 0.96394 1.02548 1.2658 1.01934 0.81012 

0.85 0.98097 1.02854 1.1931 1.01091 0.86204 

0.90 0.99207 1.02451 1.1246 1.04485 0.91097 

0.95 0.99814 1.01463 1.06030 1.00121 0.95692 

1.00 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 

1.05 0.99838 0.98161 0.94358 1.00121 1.04030 

1.10 0.99392 0.96031 0.89086 1.00486 1.07795 

1.15 0.98721 0.93685 0.84166 1.01092 1.1131 

1.20 0.97872 0.91185 0.79576 1.01941 1.1459 

1.25 0.96886 0.88581 0.75294 1.03032 1.1764 

1.30 0.95798 0.85917 0.71301 1.04365 1.2050 

1.35 0.94636 0.83227 0.67577 1.05943 1.2316 

1.40 0.93425 0.80540 0.64102 1.07765 1.2564 

1.45 0.92184 0.77875 0.60860 1.0983 1.2796 


1.50 0.90928 0.75250 0.57831 1.1215 1.3012 

1.55 0.89669 0.72680 0.55002 1.1473 1.3214 

1 60 0.88419 0.70173 0.52356 1.1756 1.3403 

1 65 0.87184 0.67738 0.49881 1.2066 1.3580 

1 *70 0.85970 0.65377 0.47563 1.2402 1.3745 
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CURVA DE REYLEIGH, k = 1.4 


M 

e 0 K 

0/d* 

P/P* 

Po/Po 

1.75 

0.84785 

0.63096 

0.45390 

1.2767 

1.80 

0.83628 

0.60894 

0.43353 

1.3159 

1.85 

0.82504 

0.58773 

0.41440 

1.3581 

1.90 

0.81414 

0.56734 

0.39643 

1.4033 

1.95 

0.80359 

0.54774 

0.37954 

1.4516 

2.00 

0.79339 

0.52893 

0.36364 

1.5031 

2.05 

0.78355 

0.51087 

0.34866 

1.5579 

2.10 

0.77406 

0.49356 

0.33454 

1.6161 

2.15 

0.76493 

0.47696 

0.32122 

1.6780 

2.20 

0.75614 

0.46106 

0.30864 

1.7434 

2.25 

0.74767 

0.44582 

0.29675 

1.8128 

2.30 

0.73954 

0.43122 

0.28551 

1.8860 

2.35 

0.73173 

0.41724 

0.27487 

1.9634 

2.40 

0.72421 

0.40383 

0.26478 

2.0450 

2.45 

0.71700 

0.39100 

0.25523 

2.1311 

2.50 

0.71005 

0.37870 

0.24616 

2.2218 

2.55 

0.70340 

0.36691 

0.23754 

2.3173 

2.60 

0.69699 

0.35561 

0.22936 

2.4177 

2.65 

0.69084 

0.34478 

0.22158 

2.5233 

2.70 

0.68494 

0.33439 

0.21417 

2.6342 

2.75 

0.67926 

0.32442 

0.20712 

2.7508 

2.80 

0.67380 

0.31486 

0.20040 

2.8731 

2.85 

0.66855 

0.30568 

0.19399 

3.0013 

2.90 

0.66350 

0.29687 

0.18788 

3.1358 

2.95 

0.65865 

0.28841 

0.18205 

3.2768 

3.00 

0.65398 

0.28028 

0.17647 

3.4244 

3.50 

0.61580 

0.21419 

0.13223 

5.3280 

4.00 

0.58909 

0.16831 

0.10256 

8.2268 

4.50 

0.56983 

0.13540 

0.08177 

12.502 

5.00 

0.55555 

0.11111 

0.06667 

18.634 

6.00 

0.53633 

0.07849 

0.04669 

38.946 

7.00 

0.52437 

0.05826 

0.03448 

75.414 

8.00 

0.51646 

0.04491 

0.02649 

136.62 

9.00 

0.51098 

0.03565 

0.02098 

233.88 

10.00 

0.50702 

0.02897 

0.01702 

381.62 

oo 

0.48980 

0 

0 

OO 



CAPITULO 13 


Teoría de la 
capa límite 


13.1 Introducción 

En los capítulos anteriores se ha podido apreciar cuán difícil se hace 
el estudio del movimiento de un flujo viscoso en más de una dimen¬ 
sión. Incluso en el caso de flujo no turbulento, la integración exacta 
de las ecuaciones de Navier-Stokes sólo se logra en problemas muy 
aislados. 

Uno de los mayores adelantos en esta dificultad fundamental es 
debido a Prandtl quien, en 1904, mostró cómo, para números de 
Reynolds “grandes” los esfuerzos viscosos pueden ser totalmente 
despreciados “lejos” de las paredes 1 . Según él, se puede considerar el 
fluido como ideal lejos de todo objeto sólido y por consiguiente 
estudiar el movimiento del fluido como si éste fuese ideal, esto es, 
según métodos ya expuestos, a condición de completar la solución, 
en una “capa” vecina de las paredes, mediante el uso adecuado de las 
ecuaciones completas del fluido real. 

En esta capa, llamada “capa límite ”, (Grenzschicht), por Prandtl, 
es donde la viscosidad del fluido se manifiesta de manera terminante, 
pudiendo ser el flujo en ella laminar o turbulento. 

*L. Prandtl, “Verh. des 3. Intem. Math. Kongr". Heidelberg, 1904. 

L. Prandtl, ‘ Sobre Movimiento de Fluidos de Viscosidad muy pequeña”, Boletír 
Vo. /r.Sociedad Venezolana de Ingeniería Hidráulica, junio, 1968. 
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El propósito de este capítulo es justamente estudiar las propie¬ 
dades y consecuencias de la existencia de esta capa viscosa que rodea 
todo cuerpo sumergido en movimiento. 

Matemáticamente hablando se verá que si bien las ecuaciones de 
Navier-Stokes han de ser escritas en forma completa con todos sus 
términos “viscosos” el hecho de que la capa límite sea delgada 
permite una simplificación notable del problema. 

Más que matemáticamente, sin embargo, es en su interpretación 
física que el concepto de capa límite ha resultado fecundo. Por esta 
razón, en un primer contacto con el tema, se presentarán varios 
criterios de tipo intuitivo, dejándose para después la cuantificación 
de los fenómenos observados. 


13.2 Descripción física 


Para hacer más concreto el 
fenómeno, considérese una lá¬ 
mina plana colocada en un flujo 
uniforme, paralelamente a la 
velocidad. 

El fluido que circula en la 
vecindad de la lámina resulta 
“frenado” por ella, debido a la 
fricción viscosa. La capa de 
fluido en la cual este efecto se 
hace sentir lo que se llama la 
capa límite, y su espesor va 



Figura 13.1. 


creciendo aguas abajo, porque cada vez un número mayor de capas 
del fluido son frenadas por las vecinas. 


La velocidad en la capa límite es menor que en el flujo ideal exte¬ 


rior, y encontrar la distribución de velocidades será uno de los proble- 



Figura 13.2. 
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mas cuantitativos de la “Teoría” de la capa límite. Cuando la 
velocidad en la capa límite se haga suficientemente alta, el flujo en 
ella pasará de laminar a turbulento mediante una zona de transición. 
Además como en todo flujo turbulento es lógico esperar que si la 
capa límite es turbulenta, esa turbulencia disminuirá cerca de la 
pared, dando lugar a la llamada sub-capa laminar. 

Para completar esa breve descripción diremos que la presión en la 
capa límite es la que corresponde al flujo externo, (ideal), que la 
rodea. En el caso de una lámina plana esa presión es pues constante, 
como se demostrará más abajo. • 

Si en cambio se tiene una superficie curva, un fenómeno adicional 
se presenta, fenómeno conocido desde mucho tiempo, pero que sólo 
los mecanismos existentes en la capa límite permiten explicar. Se 
trata de la llamada separación de la capa límite en las zoqas aguas 
abajo de un obstáculo. 

Para comprender cómo se produce físicamente esta separación, 
considérese el caso del flujo real y bien observado de un fluido 
alrededor de un cilindro. 



Figura 13.3. 

Aguas arriba del obstáculo, las líneas de corriente presentan una 
disposición muy semejante a la obtenida en el capítulo 5 para un 
flujo potencial. Se cumple entonces en esa zona, de una manera muy 
precisa, el supuesto de que el fluido se mueve “como si luese ideal . 

Sin embargo, en las inmediaciones del cilindro, cara aguas arriba, 
se forma la capa límite, esto es, la zona delgada antes descrita en la 
cual la viscosidad sí se hace sentir. Esta capa límite va creciendo en 
espesor y en el tramo A-B se mueve de acuerdo con el gradiente de 
presión, esto es, desde A donde la presión es mayor hasta B, donde es 
menor. La variación de la presión es conocida, (5-50) . 

Ahora bien, ¿qué pasa en la capa límite después del puní 
que entonces, de B a D, la presión vuelve a aumentar en el Mujo 
potencial circundante? 
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Por las razones expuestas, se tratará en el siguiente estudio, de 
partir de lo más simple a lo más complicado, y este texto ciertamente 
no pretenderá agotar el tema. Dado que si se tiene una superficie 
plana, como se empezó a considerar primero, no hay gradiente de 
presión y por consiguiente no se produce separación de la capa limite 
es claro que conviene analizar primero este caso. 

' \ntes de hacerlo, sin embargo, es útil decir algo más de la estela 
que se produce detrás de un objeto. Es evidente que la estela será en 
general turbulenta, con un aparente total desorden. Sin embargo, se 
puede estudiar experimentalmente la distribución de velocidades, y 
observar cómo, aguas abajo, aparece un “defecto de velocidad”, esto 
es, la estela es menos rápida que el movimiento general y va ensan¬ 
chándose aguas abajo, mientras el “defecto de velocidad es la 
manifestación clara de la existencia sobre el cuerpo de una fuerza de 
arrastre, causada por el fluido; y por otra parte, gracias a la viscosi¬ 
dad, la estela se va mezclando con el resto del flujo, mediante un 
fenómeno de difusión, perdiendo asf, poco a poco su identidad. 


Figura 13.4. 

Lo que ocurre es naturalmente que el fluido en la capa límite se 
desacelera, la velocidad disminuye cerca de la pared y se obtienen 
unos perfiles de velocidad como en la zona del punto C, donde 
incluso se produce una inversión completa de la velocidad. Esto sig¬ 
nifica que una contracorriente local se genera. La cual, combinada con 
el movimiento general aguas abajo genera un vórtice o torbellino. 
Este torbellino se separa de la pared y es arrastrado en la estela más 
o menos turbulenta que se forma detrás del cuerpo. 

Debido a estos fenómenos, es claro que ya no se puede hablar de 
capa límite cerca de la pared del objeto, en el tramo C-D. Esta se 
separó del cuerpo en la zona del punto C, siendo barrida aguas abajo 
también, constituyendo más o menos una frontera entre la zona 
potencial del flujo y la estela propiamente dicha, y desvaneciéndose 
además su identidad rápidamente, al alejarse del cuerpo. 

Esta descripción, puramente cualitativa es una especie de síntesis 
obtenida al observar el fenómeno con distintos sistemas de visualiza- 
ción, conjuntamente con los resultados de los análisis matemáticos 
que se han podido llevar a cabo. Ha tomado en realidad muchas horas 
de trabajo y muchas personas para asegurarse que lo descrito ante¬ 
riormente es lo que realmente pasa. Descripción por supuesto que, a 
su vez, levanta otro número grande de interrogantes. No cabe duda 
que un análisis matemático completo de estos fenómenos ha de ser 
muy complejo, y no se puede decir que hoy por hoy se tenga una 
descripción cuantitativa completa de lo que ocurre. 



Figura 13.5. 


Puede ocurrir, sin embargo, que la estructura de la estela no sea 
tan desordenada como se ha dado a pensar. En efecto, los vórtices 
que se generan al separarse la capa límite, son arrastrados aguas 
abajo, en forma alternante, uno de cada lado, y, para ciertos números 
de Reynolds, conservan su identidad dentro de la estela sobre dis¬ 
tancias considerables. Se dice que se tiene entonces una estela de 
vórtices. El movimiento del fluido en esta estela presenta una regu¬ 
laridad notable. Dada una estela ya establecida, con vórtices y puesto 
que ello no está directamente bajo el efecto de pared alguna, es 
concebible que pueda estudiarse su estructura mediante un plantea¬ 
miento de flujo rotacional ideal. Esto es íó que hizo von Kárman en 
una bella teoría que será presentada en otra parte. 
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Figura 13.6. 


Antes de terminar, cabe precisar lo que se buscará en una “teoría” 
de la capa límite. En primer lugar, habrá de considerarse el caso de 
una capa límite laminar. Entonces, las ecuaciones generales del 
movimiento de un fluido viscoso debieran permitir encontrar la 
distribución de velocidades en la zona del fluido cerca de la pared, la 
distribución de presiones, y, más generalmente, de los esfuerzos. En 
particular el esfuerzo cortante r 0 que se genera sobre la pared y que 
es causa del fenómeno llamado arrastre de superficie. 

En cambio si la capa límite es turbulenta, habrán de usarse los 
métodos aproximados ya conocidos para también poder evaluar las 
cantidades en juego: distribución de velocidades, esfuerzos cortantes 
y fuerza de arrastre. 


13.3 Espesor de la capa límite 

Dentro del propósito de cuantificar el estudio de la capa límite 
conviene precisar mejor qué espesor ha de asignársele realmente a 
esta zona de efectos viscosos apreciables. No existe unanimi¬ 


dad al respecto puesto que en el 
fluido real no hay una delimi¬ 
tación clara entre la zona donde 
el fluido está siendo frenado 
por la presencia de la pared y la 
zona más lejana, donde esta 
influencia no llega. 

Una primera definición 
consiste en decir que 5 es aque¬ 
lla distancia de la pared en la 
cual la velocidad u ha alcanzado 
el 99% del valor U 0 que tiene el 
fluido en la zona no afectada 
por la viscosidad 


• i 





Figura 13.7. 
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Una primera constatación con ésta, o con cualquier otra 
de las definiciones, es que el espesor 6 varía con la distancia x al 
“borde de ataque” A donde empezó la capa. Es decir que, con las 
notaciones de la figura, 

5 = 5 (x) (13-1) 

Se han sugerido, y se utilizan, otras definiciones del espesor. Una de 
ellas surge de observar que, debido a la menor velocidad en 
la capa límite, por ella circula menor caudal del que hubiese 
pasado por esa zona de no exis¬ 
tir pared ni capa límite. Esa 
pérdida de caudal es dada por y» 

roo T ** Uo 

( U 0 -u)dy 1—J 


\—*1 


... • j i u i—ysl U o u 

donde el límite superior de la ,-L— j. - 

integral se pone infinito en el |_ x _^ I 

supuesto que el empate entre la ( I—*j_ 

distribución variable en la capa | 

y fuera de ella es de tipo asin- t „ ~5di ->) U 0 

tótico. |í ' 

Ese caudal que no pueda 

pasar por cerca de la pared hace Flgura 13 - 8 - 

“apartar” de ellas las líneas de 

corriente, esto es, las desplaza hacia afuera. El espesor se define 
entonces como una medida de ese desplazamiento, y se tiene 


7- 

' 5d l i — u ° 


u)dy 


(13-2) 


Otra definición de 6 consiste en definirla como una medida de la 
pérdida de cantidad de movimiento debido al “defecto” de la ve¬ 
locidad U 0 — u en la capa límite. 


"Til 


(U o u) u dy 


(13-3) 


Como se ve estas definiciones, no todas coincidentes, son más bien 
convencionales y se adopta una y otra según sea conveniente. En 
todo caso, el espesor 6 es una cantidad comparada al tamaño de la 
lámina, o a la abscisa x 2 . 


2 Sobre teoría de capa de límite se puede recomendar, muy especialmente, el 
amplio texto de .H. Schlichting, Grenzschichttheorie, Springer-Verlag,traduci o al 
castellano según H. Schlichiting, Teoría de la capa Límite, Urmo. 
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13.4 Método de von Karman 

e E ñ ststss l ^w^rr ar ’ 

cortante que éste genera sobre una superficie y pOr ende 1\vÍ\ot7 
la fuerza de arrastre, a partir de una distribución de velocid-. 
conocida aproximadamente dentro de la capa límite dddes 

Este método fué desarrollado posteriormente á los trabajos h 
P randtl y es útil tanto si la capa límite es laminar como si e S mSÍ 

•. D f de l ‘ n P u "t« de vista estrictamente lógico su estudio deb 
venir después de la teoría de Prandtl. Sin embargó“deíldí a I* 
trata de un método general, sencillo y muy aplicable a problemas d t 
ingeniería se le da preferencia en el orden de presentación. 

Para ello se considera una 
superficie plana o ligeramente 
curva sobre la cual circula el 

fluido viscoso, produciéndose ¡_„„ 

una capa límite de espesor 6 = !—*¡ __ ¡ c -- 

S (x) que puede ser laminar o _ < 

turbulenta. Sea entonces un vo- 5 ¡ Tw “ ^//\ 
lumen de control a b c d tal í > ' 1 f-*.' /y/ ¡ d 

como se indica. La idea del mé- f * a-r - - - 

todo consiste en evaluar las * a 
fuerzas que actúan sobre el 
volumen de control mencio¬ 
nado, en la dirección x, aplican- df¡ 

do la ley de la cantidad de „ _ - - ->-¿5 

movimiento. - - 7 *""- ■ + d P _ 

En efecto, se puede escribir, r . % I 6 ///fr/ -— 

suponiendo el flujo permanente ¡ ' ‘' ¡ 


r+l 

OX 


p u ’dA , 


(13.4) 


donde A es la superficie de 
control a b c d. 

p.,-„ i . - Figura 13.9. 

Para calcular esta fuerza 

conviene primero aplicar la 

ecuación de continuidad al volumen de control escogido 

Para ello se puede evaluar el caudal que atraviesa ab 

. f 6 

V = I u dv 


■ f 6 

V = I u dv, 
J o 


(13-5) 


UsVpfST Uber laminare Und tUrbulenteR ^ bun «. ZAMM, Bd. 
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Luego el caudal a través de cd se puede escribir como 

• d V 
v + ^-dx 
dx 

y el caudal sobre la cara be, de acuerdo con la ecuación de conti¬ 
nuidad (3-10), será 

- v + V + - — (i u dv) dx + f ií-dA = 0 

OX Jo Jbc 


f u ‘dA = 


( \ u dy) dx 


(13-6) 


es decir, por la cara be entra Huido en la cantidad encontrada. Esta 
constatación será útil en lo que sigue. 

Ahora se va a aplicar la ecuación (13.4), para lo cual se evalúa 
separadamente cada uno de sus miembros. 


F x = ,p5 - (p + |£- dx) (5 +d&) + (p + j !£- dx)db 

- r o dx, 


(13-7) 


ya que la proyección de la cara be sobre ct/esc/6 y que se puede 
tomar una presión media sobre be. Simplificando y despreciando los 
términos infinitésimos de orden superior se tiene 


F- = - 6 dx - t 0 dx 
x dx 


( 13 - 8 ) 


Por otra parte evaluaremos el flujo de la cantidad de movimiento 
P, sobre ab 


pu 2 dy 


(13-9) 


Luego el segundo miembro de (13-4) se escribe 
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exter "or^U SinfnT? 0 T Cntra P ° r bc tiene la veIocida d del n U jo 
extenor, U. Simplificando y recordando (13.6), se tiene, J ° 


/ “ 
A) 


pu ‘dA = 


pu 2 dy) dx - U 


aV<f 

J 0 


pudy) dx. 


(13-10) 


Si se utiliza esta expresión y la (13.8) en la ecuación (13 4) 
obtiene, cambiando el signo y agrupando ’ Se 

r dp , d f S 

6 dx r ° ~"a3T J p( u ~u)udy. (13-11) 
J o 

Esta es la/ÓFm W /a integral de van Kárman para el flujo en una capa 
InrÜt f " 6 SUpuesto caso 9 ue la Pasión en el flujo exterior sea 

P aralelfalflXe°tieTe e ^ h CaPa límÍtC de Una lámina P* a " a 


T o 



P U(U - U) dy 


«-£>£ 4 ■ ( 13 - 12 ) 

poniendo esta última en forma adimensional. 

r eÍla mÍSÍ"’' ^ Ca ' CUlar &1 eSfUerZ0 COrtante 

0 en a pared siempre que se conozca el valor de 6, o sea el esDe- 

sor de la capa limite y u/U como función de y/5 y de x esto es el 
perfil de velocidades. s ’ el 

(I f 1 í- P °7 an íf a n " eVar U Cabo la inte ^ración de la ecuación 
rlVflll! A hlZ /° tamblén Prandtl al Presentar la hipótesis de que los 

UTJ 0 ::zti 6 zí a cm ,Mu son 




(13-13) 


y que no es función de la abscisa x. Si además se da esta función por 
conocida, se puede calcular la integral P 



a = 


(13-14) 
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que resulta tener un valor numérico perfectamente determinado. 
La ecuación (13.12) se escribe entonces 


To = PU* a ~r~ 


(13-15) 


con lo cual se obtiene una ecuación que liga a dos funciones todavía 
desconocidas, a saber 5 = 8 (x) y t 0 = t 0 (x). 

Ahora bien, hasta aquí todo lo dicho es valedero ya sea la capa 
límite laminar o turbulenta, como se hizo notar anteriormente. 

Es preciso ahora, para seguir adelante, suponer o lo uno o lo otro. 
Se considerará primero el caso laminar. 

a) Capa limite laminar. En este caso, y suponiendo que la 1 función 


y — f (— 1 


(13-16) 


haya sido dada, el esfuerzo cortante en la pared se calcula fácilmente. 


, du , _ U f d u/U , 

r ° ~ p ( dy } y . 0 P 8 1 dy/8 1 y . 0 


(13-17) 


Si se llama 0 esta derivada, conocida 


du/U 


(13-18) 


se tiene 


r 0 = p J 0, 


(13-19) 


y por consiguiente (13-15) se transforma en una ecuación diferencial 
para 6 


U . ,n d5 

P T fi = plP 


(13-20) 


5 db = -Ar — dx. 
pU CL 


(13-21) 


de donde integrando y tomando en cuenta la condición 


0 


446 


INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 


se tiene 


j »x 


(13-22) 


De ahí se ve que el contorno de 
la capa límite es una parábola. 
También se puede escribir 


8 = 6 (jc) 1 i ' 


i.- 


Figura 13.10. 


X “ V Re x 


0 3-22) 


donde R ex = Ux/v es el llamado número de Reynolds local. 

Hecho esto se puede determinar el esfuerzo cortante según (13.19) 


U a nUfi 

T o ~ V-j- —-—- 

o nr 


¿p_ jux 
a pV 


1 iri —— Fv _ 1 rn y/2afi 

2 plP ^ 2aP * ^Ux ~ 2 plP 


(13-23) 


Así pues, se han podido expresar las funciones 6 = 5 (x) y t = t (x) en 
la capa límite laminar sin realmente especificar el tipo de distribución 
de velocidades, la cual sólo interviene en los valores de a y 0. 

Asimismo, y siempre en términos de a y )3,se puede determinar la 
fuerza de arrastre o resistencia de superficie producida en la cara de 
una lámina finita de longitud /. 

En efecto, la fuerza de arrastre F D sobre una cara es 


F d = b\ 7o dx, 

J n 


(13-24) 


donde b es el ancho de la lámina, y por consiguiente 


F d = -L b pü 2 yj2 aP \fjj- í x ^ dx = ~ pU 2 bl y/2 aP 

~ J A 


s!R ei 
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donde 


Re, = Ul > V 


(13-25) 


Si se introduce el “coeficiente de arrastre” como la razón entre la 
fuerza de arrastre por unidad de área ( A=bl) y la presión de es¬ 
tancamiento como magnitud de referencia -y P U* , se tiene 


2 V 2 a 

Reí 


(13-26) 


Este coeficiente constituye una medida cómoda,_(adimensional), de 


la fuerza de arrastre que actúa 
plana cuando es colocada para¬ 
lelamente a la velocidad de un 
flujo uniforme, y cuando en la 
capa límite el flujo es laminar. 

Vemos que Cu depende ex¬ 
clusivamente de la distribución 
de velocidades y del número de 
Reynolds (13.26). Un valor 
aproximado de F D y de C n se 
obtiene cuando se toma una 
distribución ya sea medida expe¬ 
rimentalmente ya sea supuesta, 
de la velocidad. 


sobre una lámina delgada 


Figura 13.11. 


Ejemplo: 

Si en la capa límite de una lámina plana paralela al flujo, la distribución de 
velocidades es dada por la fórmula 


_ií_ = 2 

U 


1. Determine la ecuación del 
crecimiento de la capa límite laminar 

a lo largo de dicha lámina plana, por _ 
el método integral de von Kárman. A 

2. Determine asimismo, el valor 

de la fuerza de arrastre y el coefi- — 
cíente de arrastre, supuestos cono¬ 
cidos U 0 , I. b, p, v. 




u 6 3f 


Figura 13.12. 
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_ 3 /' po SÍ f d . a U \ - 5 m/se 8. / = 1 m, b = 0.5 m, p = 1000 kg/m 3 , = 10 -6 
m /seg, calcúlese el espesor máximo 8 M de la capa límite. 


Solución 

L ^Conocida la distribución de velocidades se pueden calcular los coeficientes 

Según se ha visto 




de donde, introduciendo el cambio de variable. 


t = ? 
6 


y desarrollando 


-r 

J n 


(2?-5£ 2 +4£ 3 


Por otra parte, sabemos también que 

= [ du/U i =12-2? i _ , 

l <W* J y -o 12 2 T 1 y , 0 - 2 - 

Lue go Ia «Presión del espesor de la capa límite, dada por (13.22), es.enelpre- 
sente c3so 




' 30 yu _ 5.48 x 


Uo X/ V. 

2. La resistencia de superficie o fuerza de arrastre F D será dada, tomando en 
cuenta las dos caras, por 


f d P bl s/ 2 a/3 - - X 2 

y/R el 


_ _ rP i, 1.46 

- p U 0 bl — - 

vfc el 
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o _ V'l 

K-el — - 

V 


El coeficiente de arrastre será entonces 


3. El espesor máximo de la capa límite se produce para x L Luego, 


donde, con los datos 


V Reí 


R , = = 5 n X ^- = 5 X 10 6 

K el v JO'* 


y por consiguiente, 


5 > 48x 1 = ¡o- 3 X 2.45 m = 2.45 mm. 

u M --—— 

\/S X 10 6 

Es de notar que este espesor tan pequeño conduce sin embargo a una fuerza de 
arrastre de 

F D = i 1000 X 5 2 X 0,5 X 1 X —== X 2 

D 2 V5X 10 6 

= 8.15 N. 

Este fenómeno del arrastre de los objetos por el fluido en movimiento es el que 
resulta inexplicable si se desprecia la viscosidad, y por consiguiente, esa finísima 
capa límite. 


Ejercicios 


! si en la capa límite laminar que se forma a cada lado de una placa de 
longitud L y ancho b colocada paralelamente a un flujo originalmente uniforme, 
se supone una distribución de velocidades dada por 
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f! n t míneSeel T SOr5 = 5(X) de dicha capa límite > el va]or del esfuerzo c 
t ‘e 70 ® n cada P unto de la placa y la fuerza de arrastre que se produce . u*' 
cada una de las caras Es este el caso cuyos resultados mejor se acercan a bf* 
sultados experimentales. tdn a los fe 

*-«**/V*=7 r„- 0.322 V^mi.F D .0.,44V^Vr L 

2 La misma pregunta que en el ejercicio anterior, pero suponiendo esta »ez „„ 
distribución de velocidad en la capa limite dada por na 

u n y 

U ~ SCn ~2&~ 


Respuesta: 


6 = 4.796 yJvx/U , t 0 = 0.327 y/pp(P/ x 


3. Calcular t 0 en un punto de una placa plana, paralela al flujo, debido a uní 
i.apa limite laminar,cuando se admite la distribución de velocidades ya considerada 

u _ 2 y ( y vi 
U 0 ¿ 5 _( T ) 


Respuesta: 


t 0 = 0.365 sJppLP/x 


b) Capa límite turbulenta. La estabilidad de la capa límite se estudia 
en base al numero de Reynolds local, (13.22), 

o — í/o X 


y los resultados experimentales, efectuados sobre láminas con su¬ 
perítete Usa, indican que hasta R,. x = 5X I0 5 aproximadamente, la 
capa imite es laminar, mientras que para valores mayores se hace 
ur mienta. Esta turbulencia puede además producirse para valores 
menores que el anterior si aparece alguna irregularidad en la super¬ 
ficie de la lamina. 

Si pues la capa límite es turbulenta, el flujo sólo se puede estudiar 
en lorma aproximada, esto es según el método planteado por von 
Karman que estamos considerando. 

Para ello es necesario escoger la ley de distribución de las veloci¬ 
dades, la cual ha de permitir el cálculo de a, de acuerdo con (13.14). 
enemos, Para escoger, dos leyes principales de distribución de ve- 

.uber“as e , S er(ia3°5)' Urt,Ulenl0 ‘ U Priraera - empírica fué P™ 


— = ( y \ 


(13-27) 
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y la segunda, resultado de la teoría de la longitud de mezcla, esto es, 
con cierta base deductiva, en (10-40) 


“ = 2,5 In 2- + 8,5. 

i i* 5 P 


(13-28) 


Debido a que aparece la función logaritmo, esta ley es mas difícil o 
más incómoda de manejar que la anterior. Se escogerá pues la primera, 
cuya precisión es ampliamente suficiente en el problema actual. 

La ecuación (13.27) es equivalente a 


U* V 


(13.29) 


donde A y n son coeficientes que se determinan experimentalmentc y 
que se tomarán, en este estudio,/! = 8.7 y n = 1/7. 

La demostración de esa equivalencia ha sido ya propuesta en 
forma de ejercicio en la sección (10.4). Vamos a darla aquí para que 

la presente exposición resulte completa. 

Se trata simplemente de mostrar que se puede pasar de una rela¬ 
ción a la otra y viceversa. Recordando que U 0 es la velocida 
máxima, obtenida cuando r = r 0 , se deduce de (13.29) 


U 0 . r," u* n 


(13-30) 


de donde 


U 0 = A 


r? u* n " 


Sustituyendo este valor en (13.27), se obtiene 


U 0 ~ A r 0 n u* nrl r 0 n 


esto es, la (13.29): 


u _ . y n u* n 
u* 


La recíproca es evidentemente cierta también. 

C Si aceptamos pues la ley de distribución (13.27) o su equivalente 
(13.29), podremos calcular el coeficiente a, (13.14), y el esfuerzo 
cortante en la pared t 0 . 

Para ello es necesario adoptar el criterio, repetidas veces compro¬ 
bado experimentalmente, según el cual las mismas leyes relacionan el 


452 INTRODUCCION A LA MECANICA DE LOS FLUIDOS 


flujo turbulento en una tubería de rarlin >• „ « . 

sobre un plano, con un espesor 5. Se podrá pu^s susti^Í? r * UrbuIento 

tendremos, para el cálculo dea, P * tWr 0 por 6 y 

= (JL\n 

U 0 5~ ’ 

y por consiguiente 

a = f [1 -fi^)"i (-Ü)" rfZ =_ n 

J 0 6 5 « (2« + iyonTT 03-31) 

El cálculo de 7 0 se hará a partir de (13.30) , de donde se despeja 


f * n +i = J¿0_ = U n 0 + 1 


A r J 


y por consiguiente 


~(-[f—V 


Recordando la definición de r 0 , (10.23), se obtiene 

7 0 = p U « = - 4 - p U\ 

1 u 0 r 0 

obíen¡!„do Udi ° de C¡¡Pa lím “ e ' sus,ituil "° s d * nuevo r„por 6, 


T ’“ 4 "" 


(13-32) 


Ecuación diferencial/ 6 ***'** ahora - obteniéndose la 

í/J .* 


escribe Un ,a ' ür " Umlr¡CO dad ° 0°' U3.3I). Este ecuactón se 

2 n -> 

*, 4 ., - —— _ 2 n 

* dí 

V QH 
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Para integrar, convengamos en las siguientes condiciones iniciales, 
para x = jc 0 , 6 = 5 0 . Entonces 

s 8 

°o_, 

^ÍSr 3rt + I 7 

8-8, + -—p- / i 


_ 2tX 
n+1 

1 V ’ (X - .x 0 ) 


A n + 1 


y — *0--I 


Figura 13.13. 


Esta ecuación da el espesor de la capa límite en función de x. 

Si adoptamos los valores antes mencionados A = 8.7 y «=1/7, 
(válidos para R e < 10 7 ) obtenemos 


8 5/4 = 8? + 0.0284 * *° - 


(13-33) 


Finalmente, en el caso particular en que la capa límite es turbulenta 
desde la propia arista de ataque de la lámina, x 0 = 0, 5 0 = 0, se tiene 


5 = 0.0585 ((-) 4/s= 0.378 x R e ~ 
Uq a 


(13-34) 


con a = 7/72 = 0.0972. 

La determinación del esfuerzo cortante se lleva a cabo ahora 
mediante la relación (13.15), esto es 

r. = cu Ul ■= «pU\ f X 0.0585 X (£)' * | 

= 0.0468 pU 2 0 (-^-) Vs ,= 0.0294 P U\ R^'* (l3_35) 


siendo 


R - U * x 


Estos resultados permiten calcular la fuerza de arrastre 


* - r 

J n 


r 0 b dx = 0.0468 pU\ 


rl 

2 ( 

0 J„ ( 


dx 


= 0.0585 pUl bl (“)''*= 0.0367 p(/J bl R e { ui (13-36) 

K el 
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sie nd°6 como anteS) el ancho de la lámina, 
hl coeficiente de arrastre es pues 

C D > bl __ = 0 j i 7 / a J/j 

b "I “ 

= 0.0734 {R el )-' /s 


(13-37) 


eW S aío7 ltad ° S eXperÍmentales ^respondientes a este problema dan 


C D = 0.074 (R e¡ )-'/ s 


(13-38) 


Lr'e7¿ d a e ,e C o°r 0baCíín SatefaC,0ria * »Pd<«¡s 


Observaciones 

Sio V aplic a ble cua a nd qUe ^ 77° de la Capa límite turbulenta es 
‘Vtt cuando se cumplen las siguientes condiciones: 

a) El numero de Reynolds está comprendido entre 
5 X 10 5 <R e < lo 7 

El limite inferior proviene de que para R e < 5 X 10 s la capa límite es 

mayores^e ÍTT' ? ^ eS debldo a que para 7ore, 

menor h <d'i’ h 7 u y * "° 6S I/7 ’ como se ha supuesto, sino 
empaca S 8 obtenido > para R e> 10 7 , la fórmula semi 

= 0.455 (log, 0 7? e ) 2 58 

b) La capa límite es totalmente turbulenta. Puede ocurrir sin 
embargo, que la capa límite sea lamina, en el borde de ataque én una 

problelTedeSTo^«jtlc¡o' afataa ' * '** 1 ^***- *» 

recría' S^S^S^'*' «”** ^ " Schliehtlng 
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Ejercicios 

Se da una Ifcnina delgada de I «, 

a »b,^ — P el «fuerto corlante en (uncida 

d/la obscisa y la fuerza de arrastre correspondientes. Datos, p 1.21 *8/ > 

v - 14 X 10' 5 m 2 /seg. 

Respuesta: [ = 1.847 X 10‘ 2 x* ls m.;r 0 = 4.35x' 1 5 N/m 2 ;2.715 N. 

2 Una lámina plana y lisa de 2.4 m de largo por 90 cm de ancho se mueve 
longitudinalmente con una velocidad de 6 m/seg. en aire en reposo de densidad 
21 Kg/m 3 y una viscosidad cinemática de 1.4X 10 ' 5 m 2 /seg. Supon,endo que la 
capa límite es enteramente laminar, calcúlese su espesor en el borde aguas abajo 
de P la lámina y la potencia necesaria para mantener el movimiento de la lám . 
¿Qué potencia sentaría s, la capa límite fuese totalmente turbulenta en 

vez? 

Respuesta: 1.17 mm, 0.675 W; 13.08 W. 

13.5 Teoría de la capa límite según Prandtl 

Pomn se diio al introducir este capítulo, la existencia y la importan- 
cía de la capa límite como capa en la cual la visc«,dad juega un pape 
fundamental fué puesta de manifiesto por Prandtl, enJ9U4 ti 
mostró cómo se podían plantear y resolver ’ hs ^ 
de la capa límite, a partir de las ecuaciones de Navier Stokes. Aqu 


resumirá su trabajo en forma sencilla. 

La idea fundamental introdu¬ 
cida por Prandtl se basa en que — —“j 

6 <s x. 03-50) i S ’ 5W 

_ 

y consiste en afirmar que debi- j x 

do a ello, ciertos términos en las i--1 

ecuaciones de Navier-Stokes 


para un flujo plano son despre- 

'^Considérese 3 eü efecto el caso de un flujo btdtmensiona, pertna- 
líente, caracterizado por 


, au x + .. du * = 

x Uy ay 


- p ay 2 ’ 




1 bp , ,¿ 2 U y , 

ay 2 


u 


bu y 
bx 


) 


(13-51) 
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Se admite como consecuencia de (13.50), que también 


y que 


u y < u x ; esto es que 

* = 0 ( 1 ), 


y = 0 ( 6 ) 

Uy = 0 (5 ) 


U X 0(1), Uy — 0 (5) 

donde la rotación y = 0 (6) quiere decir y del orden de 6. 

Entonces, esquemáticamente, los órdenes de magnitud de los 
términos de las ecuaciones (13.51) se pueden indicar como sigue 


dx y dy 
* + Í 


I |E + „ (ÜülL 

P 3* v dx* 


(13-52) 


u x ^ + y 
* 3* y 


I i£- + p (il“* 

p 1 3* 2 


+— ■ ) 

^ '(13-53) 


Las siguientes conclusiones se imponen: 

I P1 tárminn ^ - 3 U,. 


1. El término 


; y, por consiguiente, se puede des- 


d 2 u 

preciar 3 x 2 ? en * as ecua ciones de la capa límite. 

2 Para que los términos de (13.52) sean todos del mismo orden 
U (1), es necesario que p = 0 (6 2 ), es decir, que el espesor de la capa 
limite 6 sea proporcional a la raíz cuadrada de la viscosidad cinemáti- 

r* o • 


3. De (13.51) se desprende que 

£- 0 (.x 

y por consiguiente, que p puede ser considerada una función única¬ 
mente de x . 

Debido a estas propiedades (1 3.52) se puede escribir 


J_ dp 
p dx 


(13-54) 


Esta es la llamada ecuación de la capa límite, de Prandtl. 
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Cuando es completada por la ecuación de continuidad 


+ = 0 , 
dy 


(13-55) 


permite la determinación del flujo en una capa límite bidimensional. 


Flujo sobre una lámina plana (Blasius) 


En el caso de una lámina plana, Uq 
el gradiente de presión 


y por consiguiente, las ecuacio- l- '' 
nes de Prandtl de la capa límite 
se escriben 

du r du x _ 

~dx~ + v Ty~~ 

¿U x . 3 “*. = n 
dx dy 


i 7 - “* 

j— y (x, y) 


Figura 13.15. 


(13-56) 


La solución de este problema fue dada en 1908 por Blasius. La idea de 
su método de solución consiste en hacer un cambio de variable tal 
que las ecuaciones diferenciales (13.56) se transformen en ordinarias. 

Para ello, él razonó que la función incógnita u x =u x (x,y) pudiera 
depender de una sola variable rj, esto es 




(13-57) 


donde 17 a su vez fuera de la forma 


r¡ = A~ ■ 


(13-58) 


siendo las constantes A y n dos parámetros por determinar, e 
manera que la expresión final fuese lo más lo más sencilla posi e y 
que se cumpliese la condición (13.57). 

Por otra parte, la ecuación de continuidad se satisface automática¬ 
mente introduciendo la tunción de corriente 
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Sobre dicha función \p = é ( x vi ce nneH„ 

u x KX,y) se puede decir ya algo, en base a que 

Ul ha de ser únicamente función de 77 , ( 13 . 57 ). 

En efecto, entonces ^ ha de ser de la forma 


* = Bx n F („), 


(13-60) 


donde F es una función únicamente de » y está ñor det 

s tante 8 se ¡ntrodu « - 

Con estas suposiciones se calculan los términos de (13.56) 
U * = jjT = B * n F 'A ~ = BAF' 


Uy = — n B x n ~ 1 F + B x n F'A n y x~ 


- n B x"- 1 F + n B F' 


y BAl Ir ’ 1 = -BAF'nAyx-"- 1 = 


ay 2 x n F -pr = -ZTK- F m . 


Llevando estas expresiones en (13.56), se obtiene, sucesivamente 

-BAF' aiA_F_i L + [-rjBx"~ 1 F + nBF' -- 1 BA - 

X 1 x n ~ 


2 ¿3 rr’r?" _Z___ m 0 2^ 2 FF 


-nB*A 3 F'F" -^r-nVA 


~ +nB 2 A 3 F'F"-JL-. = 

■A ♦ 1 


"TrTr E”'' BFF" = ,, 


Para que* desaparezca se hace 2n - 1 = o => « - i n 

se tiene n ~ 1 / 2 , entonces 


7? = vd 


(13-61) 


* = fi*V 2 F, 


(13-62) 
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y la ecuación diferencial 

BAFF' + 2vA 2 F" ~ 0 (13-63) 

Para determinar Ay B, asunto de menor trascendencia, comparado 
con (13.61), se puede razonar de la siguiente manera: 

Primero se quiere que la función F y sus derivadas sean adimen¬ 
sionales. Entonces de la expresión de u x 

u x = BAF\ 

se deduce que el producto BA puede ser de la forma 

BA = const. = U 0 

Luego 


= U 0 F' 


(13-64) 


De (13.63) escrita como 


FF" +2 


A 1 F'" - 0, 


13-65) 


se ve que la ecuación diferencial tendrá una forma muy simple si 



de donde 
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nrohf dC CO " torno ' Las condiciones de contorno para este 
problema de capa límite son evidentemente que en la pared las doc 
componentes de la velocidad sean nulas, y que en dicha capá tien 

y creáe ¿to^s 3 Vd ° Cldad del nujo P otenciaI exterior cuando 


y=0 


u x = 0 

Uy = 0 


u* = (J n 


(13-70) 


de donde, en términos de la variable r? y de la función F: 


n = 0 


F' = 0 
F= 0 


jT = f> =\ 
U 0 


(13-71) 


El problema matemático ahora planteado para conocer la distribu¬ 
ción de velocidades en la capa límite es: 


FF " + 2F"' = 0 

F(0) = 0, F’( 0)i 0, F'(°°) = 1 


(•13-72) 


0.9 J^l.O 
0.97 0.99 


0.332 Figura 13.16. 
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Se trata de una ecuación diferencial ordinaria no lineal de tercer 
den La solución de Blasius fue obtenida por desarrollo en series 
alrededor de 7= 0 y „ = - empatando debidamente las funciones 

aS ^Los‘resultados de este cálculo se dan gráflcántente en la Fig. 16 y 
numéricamente en la l abia 13-1, con lo cual queda totalmente resuel 

to el problema. 


Esfuerzo cortante en la pared. Conocida la función F y sus derivadas 
se puede obtener toda la información deseable de los resultados 

^Xs^Ísfuerzo cortante en la pared se obtiene mediante 


= i* [ = P BA ^ U " P U o V ~~ 


[ F "U 


-li = °- 332 V 


PU ul 


(13-73) 


En cuanto a la fuerza de arrastre, se obtiene como sigue 
f = í‘ T 0 bdx = 0.332 bpU 0 [2 x V2 ] = 0.664 blpü\ 

3„ / ¡T” 


TV ’ (13-74) 


y, por consiguiente, el coeficiente de arrastre 


-L oUlbl y/ R ‘i 


(13-75) 
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FUNCION ( r?) PARA LA CAPA LIMITE EN UNA LAMINA PLANA 
CON INCIDENCIA NULA 


7.2 

7.4 

7.6 

7.8 
8.0 

8.2 

8.4 

8.6 

8.8 


5.47925 

5.67924 

5.87924 

6.07923 

6.27923 

6.47923 

6.67923 

6.87923 

7.07923 


0.99996 

0.99998 

0.99999 

1.00000 

1.00000 

1.00000 

1.00000 

1.00000 

1.00000 


0.00013 

0.00007 

0.00004 

0.00002 

0.00001 

0.00001 

0.00000 

0.00000 

0.00000 


Fuente- L Howarth, “On the solution of the laminar boundary layer equations”, 
Proc. Roy. Soc., Londres, A-164-547 (1938). Reproducido en H. Schlichting, 
Boundary Layer Theory. McGraw-Hill. 


Ejercicios 

1 . En un flujo uniforme de aire a 20°C y 1 bar de presión con í* ,= 2m/seg. 
se coloca una lámina delgada de longitud L =3 m y de ancho fe 1.50m, 
paralelamente al movimiento. 

a) Sabiendo que el flujo en la capa límite es laminar y definiendo su espesor 
como aquel en que la velocidad alcanza el 99% de la velocidad exterior, calcúlese 
según la teoría de Blasius, en el extremo aguas abajo de la lamina, el espesor de la 
capa límite el caudal en volumen de fluido que circula por dicha capa y el 

esfuerzo cortante en la pared. , J 

b) Repetir los mismos cálculos haciendo uso del método de von Karman, 

con un perfil de velocidades parabólico. 

n 2 N 

Respuestas: a) 2.48 cm., 48.5 lts/seg., 0.288 X 10 — 2 


b) 2.77 cm., 55.4 lts/seg., 0.295 X 10“ 2 — 2 


2. Comprobar que las magnitudes rj, F F, F". introducidas en la solución de 
Blasius son adimensionales. 

3 Cerca del punto de estancamiento de un cilindro colocado en un flujo 
anteriormente uniforme U 0 , la velocidad exterior a la capa límite puede ser 
aproximada por la solución correspondiente a un flujo potencial. 




13.6. Resistencia de los cuerpos al avance 

La resistencia que un fluido ejerce sobre un cuerpo que se desplaza 

cueroo^fiio ° recíprocamente la fuerz a con que un fluido empuja un 
c J M be interpone en su movimiento, ha sido uno de los 
emnezó Pr0blemaS que se han Pinteado al hombre desde que éste 
tmnsporte. 6 tos de trabajo y de 

A la luz de los capítulos anteriores, se comprende eme es un 

enomeno complicado el mecanismo mediante el cual se generan 
dichas fuerzas de resistencia. generan 

Físicamente hablando, se pueden discernir con facilidad cuales son 

° S ? Ct0res entran en juego: Las fuerzas netas que actúan sobre 

rnr, , rp ° prOV,e , nen de ,a distribución de presiones y de esfuerzos 
cortantes que actúan sobre la superficie del cuerpo 

b L b 7n a J° S d j St ¡ ntos mode los que se han utilizado en el presente 
estudio (fluido ideal, capa límite, etc), es posible preve de una 
manera aproximada lo que habrán de ser esas presiones y esos es- 

NavTersiokeTnar 7 qUC ' a ¡ntegración de ecuaciones de 

de forma sencflla 7o u pr ° blenias es imposib *e aun en cuerpos 
ae Jornia sencilla, los resultados cuantitativos habrán de ser obte 

rudos expe rimen taimen te. La naturaleza es en efecto la única n Ue 

sabe integrar exactamente las ecuaciones aludidas. 

Resistencia ai avance en flujo bidimensionaL Se puede empezar a 
nar sobi e el caso de un cilindro circular que se coloca en posición 

arXr S a r usar mOV '''' i ' n '° ^ ° SÍ * hart " ">* Caros los 
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Lo primero que salta a la vista es que la viscosidad del fluido juega 
en este asunto un papel fundamental. En efecto, el escurrimiento de 
un fluido ideal alrededor de un cilindro fué descrito totalmente en el 
capítulo 5, donde se obtuvo la distribución de presiones tanto para 
un flujo inicialmente uniforme, como para un flujo con circulación. 
Se hizo notar entonces que si bien se podía obtener, con el mo¬ 
delo de un fluido ideal, una fuerza de sustentación, no se podía expli¬ 
car en forma alguna la existencia de la fuerza de arrastre (paradoja de 
d’ Alembert). 

La existencia de la viscosidad modifica radicalmente la situación: 
por una parte la distribución de presiones es alterada, perdiéndose la 
simetría del bulbo representativo de dicha distribución, y como 
consecuencia, apareciendo una fuerza llamada resistencia de forma, 
por otra parte los esfuerzos cortantes generan sobre las paredes unas 
fuerzas de arrastre cuya resultante se ha dado en llamar resistencia de 
superficie 



Figura 13.17. 

Estas dos fuerzas componen la fuerza de arrastre total 5 F D y su 
importancia relativa depende del número de Reynolds del escu¬ 
rrimiento. 

Las razones de estas influencias se pueden entender físicamente en 
forma cualitativa. Los resultados experimentales finales se dan en 
forma gráfica, pero en este texto no se detallarán los métodos analí¬ 
ticos que se han utilizado con mayor o menor acierto en el estudio de 
los fenómenos considerados. 

Volviendo al caso de un cilindro circular, se pueden entonces 
observar las siguientes situaciones: 


5 La fuerza de arrastre puede tener otras componentes: la llamada resistencia de 
onda que se produce sobre un cuerpo moviéndose en la superficie de un líquido o 
en el flujo supersónico de un fluido compresible. 
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a) Cuando R e < 0.5. Se tiene un movimiento muy lento, (escu 
rrimiento) en el cual las fuerzas de inercia son despreciables. La 
viscosidad actúa en el seno de todo el fluido, no hay estela aguas 
abajo del cuerpo y la resistencia es casi proporcional a la velocidad de 
acercamiento U, y las 2/3 partes de ella es debida a la resistencia de 
superficie. El caso corresponde a la parte recta de la curva 6 


b) Cuando 0.5 <R e < 200. En esta zona ya los efectos de la 
viscosidad se han concentrado cerca de la pared, formándose por 
consiguiente una capa límite (laminar) que permanece pegada a la 
pared, con una separación muy atrás (Secc. 5-1 y Cap. 13) y una 
estela estrecha. La resistencia de forma, o sea la debida a una distri¬ 
bución disimétrica de las presiones va cobrando importancia. 

c) Cuando 200 < R e < 2.10 S . La estela se agranda debido a que la 
capa límite (laminar) se separa cada vez más aguas arriba del cuerpo. 
En ella aparecen los vórtices alternantes de von Kárman (Secc. 13.1). 
La resistencia de forma es entonces alrededor del 75% de fuerza de 
arrastre total. El mínimo valor de C D (0.95) es alcanzado para R c 
alrededor de 2000, y después sube ligeramente, debido a una mayor 
turbulencia en la estela. 


Capa límite 


Estela 


--' J i > Separación 

Figura 13.18. 

Para valores de R e > 2000, el punto de separación sigue avanzando 
aguas arriba, produciendo una mayor disimetría en el bulbo de 
presiones, la cual puede llegar a causar el 95% arrastre total. 

d) Cuando R e alcanza el valorde2X 10 5 ,aproximadamente, la 
capa limite se hace turbulenta antes de la separación: El gradiente de 
presiones es entonces menor aguas abajo y el punto de separación se 

Recordemos que el coeficiente de arrastre C D ha sido definido como, (13.26), 


6 
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mueve también aguas abajo. Al hacerse la estela más estrecha, la 
fuerza es también menor y hay un descenso brusco en el valor de C 0> 

Esta caída de la resistencia puede producirse anteriormente al 
valor citado si el paso de régimen laminar a turbulento en la capa lí¬ 
mite se produce artificialmente antes. De ahí derivan los métodos 
consistentes en aumentar la rugosidad de la pared. Cabe notar sin 
embargo que la resistencia de superficie es mayor en una capa límite 
turbulenta. Luego este régimen sólo será deseable en la capa, para 
disminuir C D , cuando la forma del cuerpo sea tal que la estela 
disminuya considerablemente para la capa límite turbulenta. 

Se ve que los criterios a seguir para disminuir F D pueden resultar 
bastante complejos. Si se consideran cuerpos cilindricos de sección 
no circular, convendrá evidentemente hacerlos “aerodinámicos” para 
que no se produzca separación de la capa límite y quede la estela 
reducida a un mínimo. Las limitaciones en este sentido provienen 
naturalmente, de que en un cuerpo de gran perímetro para un ancho 



Figura 13.19. 


H dado, el efecto de la fricción aumenta notablemente y lo que la 
fuerza de arrastre pierde por disminución de la estela, lo gana por 
aumento de la resistencia de superficie. 

Resistencia al avance en cuerpos de tres dimensiones. En el caso de 
una esfera, la fuerza de arrastre para movimientos lentos (7? í .<0.1) 
fué determinanda analíticamente por Stokes integrando en forma 
aproximada las ecuaciones de Navier-Stokes. Esa solución fue mejo¬ 
rada posteriormente por Oseen. 

Según Stokes, se tiene 

C D = , con R e < 0.1 

y según Oseen, 

C D = ^~ (1 + R e ), con R e < 1.0. 
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Para valores mayores es necesario recurrir a resultados experin 
y se encuentra la misma sucesión de fenómenos ya descrita 
caso bidimensional. y bcma 

Una excepción es que, en tres dimensiones, no apare 
vórtices de von Karman. ‘‘pare 

Para otros cuerpos la descripción cualitativa sigue siendo la 
Cabe señalar, sin embargo, la posibilidad de una separación fc 
bien definida, si el cuerpo tiene aristas vivas, como ocurre en 
de un disco colocado de cara contra la corriente. Se produce 

CCS detrás del obieto liníi mvirlnrl n • j _ 


Tabla 13.2. 

COEFICIENTES DE ARRASTRE C D EN FUNCION DEL 
NUMERO DE REYNOLDS R 


Flujo bidimensional 


Mujo tridimensional 
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Figura 13.20. 


bulento y la presión muy baja. En el caso de líquidos esa cavidad 
puede consistir de vapor. (Fig. 13.20). 

Separación de un perfil aerodinámico. Cuando se produce separación 
del fluido en una superficie portante, a la de avión o álabe de una 
máquina hidráulica, no solamente el arrastre aumenta notablemente, 
sino que la fuerza ascensional disminuye también. 



~ - w 
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Si este ángulo es suficientemente grande, el fluido se despega to- 

S/w e w te dC 2 Cara supenor del ala y aparece un fenómeno de inesta- 
1 a . si ct aumenta la fuerza que lo hace aumentar es todavía 
mayor. Esta situación se llama encabritamiento (stalling) y a partir 
de ella el ala deja de generar una fuerza ascensional 

Otro tanto ocuire si ot< 0 y llega a un límite en que de nuevo el ala 
es barrida por el Huido y pierde su poder de sustentación. Se tiene 
entonces el fenómeno de picado. 

Las propiedades de sustención están pues sujetas a una limitación 
importante en cuanto a la orientación de un ala o de un álabe. Si se 
llama esbeltez la relación 



las propiedades de un ala se acostumbran resumir en un diagrama 

v-dnr’ H° nd í f bsc !? as SOn ,0S valores de las ordenadas los 
valores de C L y los distintos puntos de la curva corresponden a 
distintos ángulos de ataque. 



Figura 13.22. Diagrama polar. Valores aproximados para E = 5. 
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Ejemplo: 

Una chimenea cilindrica de 1 m de diámetro y de 25 m de altura está sometida a 
un viento uniforme de 60 Km/hora. Las condiciones atmosféricas son de 20 C y 
presión de 1 bar. Determínese el momento flector que se produce en la base de 
la chimenea como consecuencia del empuje del viento. 
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De la tabla 13.2, se obtiene, suponiendo el caso más desfavorable de 
lisa 


C D as 0.35 



El momento es, pues, 


M 0 = 0.35 X (16.67) 2 X 1 X (25) 2 X 1 = 15197 jV- m 


Ejercicios 

1. Se llama velocidad de caída de un cuerpo en un fluido, la velocidad límite 
que alcanza el cuerpo cuando su peso es equilibrado por las fuerzas generadas 
por el fluido: el empuje hidroestático y la fuerza de arrastre debida al movimien¬ 
to. Calcúlese la velocidad de caída, (velocidad de sedimentación), de un grano de 
arena de 1.5 mm de diámetro en el agua, suponiéndolo de forma esférica y 
sabiendo que la densidad del cuarzo (arena) es de 2500 kg/m 3 . Se supondrá el 
agua a la temperarura de 20°C. 

2. Calcular la fuerza de arrastre que actúa sobre un cilindro de 15 m de alto y 
15 cm de diámetro sujeto a un viento de 50 km/ hora y a otro de 100 km/hora. 
Se hace la misma pregunta para un cilindro de 30 cm de diámetro y se pide 
discutir los resultados. 

3. En una corriente de aire a la temperatura de 30°C, se coloca una esfera de 10 
cm de diámetro y se observa que resulta sujeta a una fuerza de 2.5 N ¿Cuál es la 
velocidad del aire? 


Apéndices 




APENDICE 1 


Flujo potencial en 
tres dimensiones 


En la solución de problemas en tres dimensiones se parte de las 
ecuaciones(5.7), (5.9) y (5.16) como era de esperar. £° n se 
ooder satisfacer las condiciones de contorno en forma utilizable, se 
escriben dichas ecuaciones en el sistema de coordenadas en donde la 
geometría de los contornos se exprese de manera mas sencilla. En lo 
ciue sinue se utilizarán coordenadas cilindricas y esféricas. 

Además existen varios métodos para llegar a la solución adecuada 
de la ” uaS ^ Laplace. El más natural cons,ste en tratar de 
encontrar una solución general de 

V 2 *> = 0 (1) 

v particularizarla para el problema dado. Este se llama el método 
directo Otra posibilidad surge como se ha visto en el caso plano de 
considerar distintos flujos con condiciones de cortorno mteresant ■ 
Este método, llamado “inverso” aunque no siempre arroja 
biema que precisamente se busca, resulta sin embargo muy Iructife 

ro. 


/ Función de cómeme de Sloke*. El llujo tridimensional se 
caracteriza muy a menudo por ser uxisimé trico. esto es con una 


veíoHdtü PrÍVÍ,e f ada ’ alrededor de la cual tanto el campo de 
velocidades como los contornos, 

presentan una simetría axial. 

Hab lando en términos de 
coordenadas esféricas, r e , tp e , 0 e , 
por ejemplo, ello significa qué 
el campo de velocidades no 
tiene componente u^, y que 
además ninguna función, ni 
ninguna condición de contorno 
dependen de tp* 1 

En el caso de un flujo tridi¬ 
mensional axisimétrico, de un _. 

fluido incompresible, la ecua- lgura I A * 

gran utilidad en la solucTónde^ichTítpTde próblTmas ^ St ° keS ’ ^ 
Usando coordenadas esféricas, la ecuación de continuidad 

V • w = 0 , 

se escribe 

1 -3 (r 2 n r )_ + _i_ 3(t/ fl seng) 1 bUsp 

r r sen 6 d 6 r sen q 3^ - 0, (2) 

y, usando la hipótesis de axisimetría, 

d(r 2 sen d u r ) d(r sen 0Un) 

+ - 53 - ^-0 ( 3 ) 

tíl que’" 5 q “ e Si “ d ' fine una “ funció " corriente” *-*(,. e ) 

U r = 

r 2 sen 6 36 



Un =-‘- 

0 r sen 6 


£1 índice e se utiliza para indicar “ecfPrir-nc” 
no exista peligro de confusión. ’ pero no se em Pleará cuando 
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la ecuación de continuidad queda satisfecha. Esta es la d ® 

rrípnte de Stokes. Es importnate observar que esta función esta 
definida tanto para 'el flujo rotacional como irrotacional, puesto que 
su existencia depende sólo de la ecuación de continuidad. 


Ejercicios 

1. Mostrar que en coordenadas cilindricas la función de corriente de Stkes cuín 
pie con la propiedad: 

1 dé _ 

u r = T W ’ “ * te ' 

2 Establecer la ecuación diferencial de segundo orden que satisface la función 
de corriente de Stokes para un flujo irrotacional, en coordenadas esféncas. 
servar que no es la ecuación de Laplace. (Ver Cap. ). 


Respuesta: 


d 2 \¡/ _l W i d 2 ^ _ q 
dr 2 r 3 r dz 2 


2 . Método de tas 

&tS P nújos n '‘ r sim°pTes” S son sencillamente soluciones de la ecuación de 
UpTace obtengas mediante la introducción de certas angular,- 
dades” en uno o varios puntos del espacio. 

ai Fuente puntual .Una de las singularidades que se presentan con más 
frecuencia es la llamada fuente o ra.nant.al. Esta constate de lo s. 
guíente: de un punto aislado del es P acl ° aeq este nuido se 
fluido en forma permanente, con un caudal X, y q 
distribuye isotópicamente en todas las direcciones. 


Usando coordenadas esféricas 
el campo de velocidades indu¬ 
cido por una fuente de caudal o 
colocada en el origen de coor¬ 
denadas puede expresarse por 



u e = 0, usp = 0. 



Figura l.B. 




Recordando que u = V * se obtiene el potencial de velocidades 

*-*!..* __J_, 

4jt r 47: (x 2 + y 2 +22)4. (6) 

el cual, como se comprueba fácilmente, satisface la ecuación de 
Laplace, tanto en coordenadas esféricas como cartesianas 
be llama sumidero una fuente donde X < 0. 

Función de cómeme. El flujo debido a una fuente se puede siempre 
considerar disimétrico. Por consiguiente, en coordenadas esféricas se 

U. = — _ = _ 1 

4 nr 2 r 2 sen 0 dd 

0 = 1 

r sen 6 dr 

De ahí se deduce inmediatamente 

* = ^ cos 6 ■ (7) 

b) Doblete. Se define un doblete como un nuevo ente que se obtiene 
cuando una fuente y un sumidero, de igual caudal, se "acercan tunal 
otro hasta confundirse, de ma¬ 
nera tal que el producto del 
caudal por la distancia que los 
separa permanezca constante. 

Para encontrar el potencial 
de velocidades de un doblete se 
parte de la definición anterior. 

Usando la propiedad de 
superposición, el potencial 
creado por la fuente y el sumi¬ 
dero es 


Figura l.C. 

^ t ~- ~ 1 - + - 1 _ 

y/(x+a) 2 +y 2 + z 2 



(8) 
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cuando fuente y sumidero están colocados como lo indica la figura. 
Si se llama 

v/.\ + y + z 

se tiene 


^ .(* -U)] 


de donde, desarrollando en serie 


t¿>, (x + a) y 


^-¿-2 a /,(x)+ Oía 2 ) = - T + ° ^ 


Pasando el límite, cuando a =>0 con la condición 4?r P const 
se tiene el potencial de un doblete 


- - -t 2 


(9) 


donde u es la intensidad del doblete. 

Las componentes de la velocidad son, puesto que 

¿7 = VV 
df _ 2p cos B 

ti r ^ u »*3 


1 _ /i sen 6 

u e = T Te ~ r 3 

Función de corriente. Partiendo de la definición según Stokes (4) se 
tiene 


Alt- = - r 2 sen 6 p r 
b6 

b\p _ p sen 2 fl 

TF ~ r 


de donde, integrando 


p sen 2 0 
* -- 
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c) Flujo uniforme. Un tipo de flujo utilizado frecuentemente para 
superponerlo a los flujos “sim¬ 
ples” ya definido es el flujo I * 


uniforme definido por 

Mz = Uo. Uy = 0 , U z — 0 . 

El potencial de velocidades es 

* - Uo Z, 



' s 

s' 


y por consiguiente, en coorde¬ 
nadas esféricas 


Figura I.D. 


= U 0 r eos 6 . 

Las componentes de la velocidad 

u r = “ 37 " = U 0 eos 9 ; U q = ~- = - U 0 sene. 

La función de corriente, entonces resulta ser, recordando (4) 

P = — r 2 sen 2 5. (12) 


3. Flujo potencial alrededor de una esfera. Considérese el flujo ob¬ 
tenido por superposición de un flujo uniforme U 0 y del de un 



Figura l.E. 
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doblete orientado según la dirección negativa del eje z. El potencial 
de velocidades y la función de corriente son, respectivamente, 


= U 0 r eos 6 + 


p eos 6 


r 2 U n sen 2 9 , sen 2 9 

<P =-2- M ~~r 

Si se trata de determinar la forma de la línea de corriente correspon¬ 
diente a p = 0, se obtiene 

sen’» l-jr-HT*-! =° 


esto es 


d = 0 , ir 


para toda r 


r 0 = (yA)^ 3 para toda 9 

La línea de corriente consiste pues, del eje z y de la superficie esfé¬ 
rica de radio r 0 . 

Invirtiendo el razonamiento, el flujo alrededor de una esfera de 
radio r 0 cuando la velocidad de aproximación es U 0 , es dado por 


U 0 rl eos 9 


n r\ i ^ 0'0 

p = LJ 0 r eos 9 + —2 - 


U 0 , . U 0 3 sen 2 0 

P = - -y- r 2 sen 2 9 + -f r 3 — 


Ejercicios 

1 . Verificar que los flujos creados por una fuente o por un doblete son 
irrotacionales. 


2. Se define la intensidad de un doblete, más generalmente como un vector p 
tal que |jú | = ju, que su dirección sea la de la recta que una fuente y sumidero que 
generaron el doblete, y que su sentido vaya del sumidero a la fuente. En estas 
condiciones mostrar que 


<P = 
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4. Estudiar el flujo generado por un flujo uniforme y una fuente. a) Deter¬ 
minar la ecuación de la línea de corriente correspondiente a ^ =_X/4 7 r y 

mostrar que el flujo exterior a esta línea puede considerarse como el flujo 
alrededor de un cuerpo que se extienda hasta r = °° . J 

Este es el semi-cuerpo de Rankine. 

b) Encontrar la presión de estancamiento. 

c) Determinar la presión que el flujo ejerce sobre el semi-cuerpo, y la fuerza neta 
F d de arrastre. 


Respuestas: 


a) 0 = O,7r, r 2 


47 t U 0 sen 5 0/2 


x pU Q X 2 , X eos 0 , 

) P 2 f 16 jt 2 r A [f 0 2v r 2 U 0 h ° ~ 0 


5. Determinar la distribución de presiones sobre una esfera de radio r, 
cuando el flujo es uniforme en el infinito, con una velocidad U 0 . 


APENDICE 2 


Cálculo de 
Errores 


1. Introducción 

Si una magnitud física es medida directamente mediante algún ins¬ 
trumento científico, se dice que es una medición directa Asi P 
ejemplo, una longitud se mide comparándola directamente con un 

cierto patrón. , ,. , 

Si una magnitud física se obtiene como resultado de un cálculo 

llevado a cabo usando una fórmula o cualquier otro procedimient , 
se dice que se está haciendo una medición indirecta. Asi por ejemplo 
un caudal se calcula conocida la velocidad y el área. 

Evidentemente según el procedimiento seguido ■ 

nitud puede resultar medida directa o indirectamente, de esta manera 
en topografía las distancias se miden a veces directa y otras indirecta- 

determinación de los errores en la medición de «na magnitud 
depende mucho de si una medición es directa o indirecta. En el caso 
de una medición directa, el método más seguro es e' estadístico^ Est 
exige para tener sentido, efectuar un gran numero de mediciones 
H misma magnitud. El valor adoptado es el promedio de los valores 
obtenidos y el error se aprecia en base del numero de n J e ^ cl °^ 
llevadas a cabo, n. El número n debe ser normalmente n> 10 para que 
el procedimiento arroje resultados probables. 
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Como en las mediciones efectuadas en muchos laboratorios no se 
cumple esta condición, es a menúdo inútil pensar en el enfoque esta¬ 
dístico. Conviene simplemente estimar el error en base al procedi¬ 
miento seguido en la medición; por ejemplo al leer en una escala 
graduada es fácil estimar cual es el error de lectura que se puede 
cometer. 

Error absoluto. Sea a una longitud, por ejemplo, medida con una 
regla graduada. Si sobre la regla están marcados los milímetros, un? 
cota del posible error de lectura puede ser 

A a = 0.5 mm. 

Esta cantidad se llama cota superior del error absoluto si se admite 
que el error no es ciertamente superior a 0.5 mm. El verdadero valor 
a v de la magnitud a sería entonces 

a - A a a v < a + A a. 

ya que en general no se conoce el signo de A a. 

Se dice también que a v está comprendido entre 

a ± Aa 

Error relativo. Más importante que el error absoluto A a es frecuen¬ 
temente su relación a la magnitud medida. Se llama error relativo 
cometido sobre la magnitud a al cociente 

Aa 

a 

Así por ejemplo, si Aa = 0.5 mm., como anteriormente y a = 45.3 
cm, se tiene 

^ 431 = 0 00,1 = LI X 10_3 - 

La medición de masas o tuerzas se presta a mediciones directas con las 
mismas definiciones anteriores. Las temperaturas ofrecen ciertas di¬ 
ficultades que se pueden discutir en los ejemplos. 

La estimación ” de las mediciones directas puede parecer un 
procedimiento poco riguroso. Conduce sin embargo casi siempre a 
buenos elementos de juicio para el experimentador. 

Mediciones indirectas. Cuando una magnitud física se deduce de 
otias, medidas directamente, se dice que se está haciendo una medi- 
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dó„ indirecta. Así como el ejemplo anterior, un caudal se mide 
mediante la fórmula 

V = A U. 

Ahora bien si sobre la velocidad medida directamente se ha come- 
fido un error absoluto A U, o relativo A U/U, y sobre el área un error 
A4 se pregunta cual es el error que resulta para V. Este es el 

problema de la medición indirecta. 

Para resolverlo en general, basta observar que la magnitud medida, 
sea F es una función de las magnitudes medidas directamente, .y, y, 
z ^ por ejemplo. Si se admite que los errores son pequeños y por 
consiguiente que se pueden tratar, en primera aproximación, como 
diferenciales, se tiene, de 


el error 


F = F (x, y, z), 


4f *T7 a ' + T? Ay + TT az ' 


Casos particulares importantes son los siguientes. 


Una suma 


F = x +y + z, 


A F — A x + A y + A z. 


Un producto 


F = x y z. 


A F _ Ax Ay Az 
F ' x y z 


Un cociente 


F = ± 


AF Ax Ay 

~T x y 


(El signo + en esta última ecuación se coloca debido a que no se 
conoce el signo de A y 1. 

Un exponente 


F = x" 


T ” v 
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Ejemplos 

VelOCÍdad Pr0med¡ ° en Una ^ heTÍ ^ “ ha determinado el 
caudal K-7 Its/seg, con un error no mayor de A V= ± 0.2 lts/seg., y el área de 
la sección midiendo el diámetro, que resultó ser 

D = 63 ± 0.5 mm. 

¿Cuánto es la velocidad promedio y con qué error se la conoce? 


Solución: 

La velocidad resulta de una medida indirecta, y es dada por 



Conclusiones 

a) Se ve que no tiene ningún sentido la segunda decimal en el valor de U 
Debiera escribirse U — 2.2 + 0.1. 
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b) Para mejorar U hay que mejorar la medición de V, que introduce el mayor 


2. Suponiendo el coeficiente de caudal C d constante, el caudal de un vertedero 
triangular es dado por 


V= C d (tg -^) 


y/2 gli 5 

Si al medir la altura h se ha cometido 
un error ¿SJi y si se ha cometido otro, 
A a al medir a, calcular error con que 
se conoce V. 



Figura 2.A. 


Solución: 


De las relaciones deducidas se concluye que 


AV = lf Aa + ^ Ah ’ 


esto es 


AV = -^-CW2^ 5 - 2 cos^ q/T Aa + ^ («T* 


a , 5 


Es evidente que vale más trabajar con errores relativos, puesto que entonces se 


^ tg 2 5 A h 

~if¿rr + T h 


esto es, ya que, 


A «T = 


t 2 a 
2 eos -y- 


AV Aa + 5_ 

y sen a 2 h 


Las dos fórmulas son naturalmente equivalentes. 
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!. En un experimentó para determina, el valor de R, par. el cual empica, ,, 

SST “ n • leXPer,mem ° * Reyn °‘ JS ' “ “*» » sáfente! 



Figura 2.B. 

Para esas condiciones se observó el inicio de la turbulencia Determínese el 
numero de Reynolds y la precisión con la cual se lo conoce. 


Solución: 

Eara calcula, el nOmero de Reynolds R, ~JS , * determinan separadamente 
las cantidades U, D, v. 

Determinación de la velocidad: 

S< j S 7 °" e que eI experimentador, al determinar el caudal por peso, sabe bien 
calcular el error que comete en la pesada 
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Volumen vertido: 


v _ P - 2 - 763 X 9 ~ 8 - - ? 777 X 10~ 3 m 3 

v — Tg 997 x 9 81 


Caudal: 


2.773 X 10- 


= 26.4 X 10 -6 m 3 /seg. 


La velocidad es, entonces. 


JL d 2 A- X 0.023 

4 4 


26.4 X 10 - 6 26. 4 X 10 ' 6 

; "416 x W* 

I v / A MI 


= 0.0635 m/seg. 


Determinación de la viscosidad. De la tabla 14, se obtiene por interpolador 

0 = 20°, v= 1.005 X 10 ‘ 6 m 2 /seg. 0 = 24 . 5 °, „ = 0.914 X 10 ' 6 

0 = 3 qo v = 0.802 X 10 6_ m 2 /seg m J /seg. 


Número de Reynolds 


_ UD 0.0635 X 0.023 _ 6Q() 
R * ~ v 0.914 X 10 - 6 


Cálculo de errores 
Error en el volumen: 


AV _ tsP + _At_ _ A P t A p 
-v Y 7 p p 

El peso específico varía con la temperatura. Un error en ésta produce un error en 
pg. De la tabla consultada se deduce que si 


Luego, ya que aquí 


A 0 = 1°C, Ap = 0.23 Kg/m 3 . 


A0 = 0.5°C 


AV _ J__ + 0H5_ = o 7 X 10 - 3 + 0.15 X 10 ‘ 3 = 0.85 X 10 ' 3 

-y - " 2763 997 


Error en el caudal 


¿L = W +*L = 0.85 X 10- 3 + « 1-85 x 10- 3 

• Mí 

t T 
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Error en el número de Reynolds 

Apliquemos ahora dirnclameme el cflculo de errores a la fórmula de defimc¡6„ 

de «..Pues» que U se obliene, simplificando 

4 ° 




Por consiguiente, el error relativo sobre R e es 

A R e __AV , AD Av 
Re y D 

f e ., Ve . qUe i queda P° r de terminar el error sobre la viscosidad. Consultando una 
tabla de valores de v, para 9 = 24.5° C y un error A 9 = 0.5 °C, se tiene 

A" = 0.046 X 10- 6 m 2 /seg. 

Por consiguiente, se puede escribir 

4 ^ - i.8sxio-»+ML+ « 

K e 2.3 0.9 

= 1.85 X 10‘ 3 + 5 X 10' 3 + 51 X 10' 3 

Es de observar que el mayor error introducido en R e proviene del error en la vis¬ 
cosidad: A vi» = 51 X lO’ 3 . Ello proviene evidentemente del error grande A 9 en 
la temperatura. Por consiguiente una mejora del experimento requiere primor- 
dialmente una mejora de A 9. Este es el tipo de conclusiones importantes que 
que permite hacer el cálculo de errores. En segundo puesto como se ve, conven¬ 
dría mejorar la precisión del diámetro. 

Continuando con los cálculos se obtiene pues 

A R 

se 58 X 10' 3 


El error absoluto sobre R e es pues 


Por tanto, 


esto es 


A/? e = 58 X 10' 3 X 1600 = 92. 


R e = 1600 ± 92, 


1508 </?„ < 1692. 
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La colección Ciencias del Ingeniero que 
se inicia con esta obra, pretende ofrecer a 
los ingenieros de las nuevas generaciones 
un conjunto de textos en donde se haga uso 
de todos los conocimientos y de la madurez 
que todo técnico de alto nivel ha de poseer. 
De esta manera se espera huir de los ma¬ 
nuales recetarios y orientar a los jóvenes 
al pleno uso de sus facultades mentales, in¬ 
cluso en la solución de los problemas más 
concretos o más intrincados. Podrán enton¬ 
ces aplicar esa habilidad de razonar (es de 
esperar) no solamente a los problemas téc¬ 
nicos del desarrollo y de sus consecuencias, 
sino también a los problemas de toda índole 
con que se confrontarán sin duda en e' fu¬ 
turo. El pensamiento ordenado y potente que 
ofrecen las disciplinas físico-matemáticas, 
aplicado a los problemas ingenieriles, cons¬ 
tituirá pues el hilo conductor de esta colec¬ 
ción. Se trata del camino óptimo en tiempo 
y en esfuerzo, a nuestro juicio, para el domi¬ 
nio consciente de las leyes naturales y su 
mejor utilización en todo el ambiente del 
hombre. 







He aquí un nuevo texto de Mecánica de Fluidos que se recomien¬ 
da a las nuevas generaciones por su enfoque sistemático de los 
principales capítulos de esta disciplina. Partiendo del principio de 
que el arte del ingeniero, esto es, su habilidad como diseñador, tie¬ 
ne que apoyarse necesariamente en el conocimiento científico de 
los fenómenos naturales, este texto pretende presentar dichos fenó¬ 
menos tal como son, en toda su complejidad física y matemática. 
Cree el autor, en efecto, que hay una diferencia fundamental entre 
el técnico y el ingeniero. Este último, por lo menos, debe saber lo 
que está haciendo, pues ésa es la condición sine qua non de la crea¬ 
tividad, de la independencia y el progreso tecnológicos. 

A estos efectos se presentan las leyes fundamentales de la me¬ 
cánica de los fluidos y sus aplicaciones en forma inductiva, es decir, 
de las particulares, (ecuación de Eufer), a las más generales, (Navier- 
Stokes), para culminar la exposición con los casos más complejos 
del flujo compresible y del turbulento. En el camino, naturalmente se 
cubren asuntos colaterales como son el análisis dimensional y la 
ecuación de la energía. 

La obra está ordenada de manera tal que ciertas secciones de los 
primeros capítulos pueden ser omitidas sin perjuicio de los capítulos 
esenciales de la obra. Los últimos capítulos, por otra parte, son in¬ 
dependientes unos de otros. De esta manera el libro puede ser usado, 
y lo ha sido por varios años, como texto para cursos de uno o de 
dos semestres. 





























